1.4.11  Logicka stavba matematiky, dikazy

Predpoklady: 010409

Pedagogicka poznamka: Tato hodina se velmi 1isi od vétSiny ostatnich, nebot’ jde v podstaté
o pfedndasSku. Také ji neprobirdme v prvnim rocniku, ale ptedndsim ji (vyjde témért
na dv¢ hodiny) aZz maturantim pied maturitou. V prvnim roc¢niku si pouze
projdeme prvni ¢ast hodiny k mistu, kde se za¢nou rozebirat jednotlivé druhy
dikazu.

Matematické vyjadiovani musi byt pfesné a jednoznacné = jsou stanovena jasnd pravidla,
jak formulovat a objevovat matematicka pravidla.

Definice

- vymezeni pojmu pomoci zdkladnich pojmi nebo pojmt definovanych diive. Netikaji nic
nového, jen zkracuji vyjadrovani (Na jedné strané komplikuji pochopeni lidem, ktefi nejsou z
oboru a definice neznaji na druhé stran¢ lidem, ktefi pojmy znaji umoZznuji v pracovni pameéti
manipulovat se sloZitéjSimi koncepty).
Piiklad: Prvocislo je ¢islo délitelné pouze jednic¢kou a sebou samym.
Od tohoto okamziku nemusime fikat " ¢islo délitelné pouze jednickou a sebou samym", ale
miZeme pouZivat jenom jedno slovo "prvocislo”.
Problémy:

e Jak vysvétlit zdkladni pojmy (co je Cislo?)

e Je nutné znat vyznam pojmu definovanych diive (co znamena je d¢litelné?).

Axiom
- tvrzeni (vyrok), které povazujeme za pravdivé.
Dtive proto, Ze se ,,zddlo samoziejmé*, dnes proto, Ze jsme ,,si ho zvolili a zkouméame, co to
udela‘.
Napiiklad: Kazdym bodem roviny lze s danou piimkou vést pravé jednu rovnobézku
(legendarni paty Euklidv postulat).
Poznamky:
* I naprvni pohled divné axiomy se mohou ukézat uzitecné v redlném svéte
(neeuklidovské geometrie).
* Na tom, jaky si vybereme soubor axiomt a zdkladnich pojmt, zavisi, jakou ¢ast
matematiky dostaneme.
* Neni moZné si vybrat v§echno jako axiom. Soubor axioml by mél byt co nejmensi a
musi byt bezesporny (axiomy si nesmi navzajem odporovat).

Matematicka véta
- tvrzeni (vyrok), ktery jsme sestavili z pojmi a ktery nepatii mezi axiomy = musime se
presvédcit o jeho pravdivosti (dokazat ho).
Poznamka: V kazdé matematické teorii lze sestavit véty, které neni mozno pomoci ptivodni
sady axiomi dokazat (rozhodnout o jejich pravdivosti) bez toho, abychom pftidali dal$i axiom
(¢imz sice problematickou vétu dokdzeme, ale opét pribudou dalsi zformulovatelné véty a
vracime se na zacatek).
Poznamka: Toto je principialni rozdil mezi matematikou a pfirodnimi védami. V matematice
vime (diky dikaziim a diky vybéru axiomt), co je pravda a co ne. V piirodnich védach



nezname spravné feSeni (moznd dokonce ani neexistuje) a vse, co v kazdém okamziku vime,
je pouhé pribliZeni, jehoZ vhodnost nelze dokazat, ale pouze ji podpofit nebo ji vyvratit.

Diikaz
- Gvaha, kterd zdtvodnuje platnost matematické véty. = Pro rtizné druhy matematickych vét
(vyroku) existuji rizné druhy dikaza.

Jak to funguje, si ukdZeme na axiomatickém zavedeni geometrie (Zdklady od Eukleida jsou
prvni matematickou ucebnici).

Zavedeni geometrie
Nejdiive definice zdkladnich pojmu (celkem 23 definic):
Bod je to, co nema ¢asti.
Céra je délka bez §iiky.
Hranice Cary jsou body.
Usecka je ¢éra, kterd je vii¢i bodiim na ni leZicim umisténa rovné.
Plocha je to, co ma pouze délku a Sitku.
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Poté postulaty (axiomy):
1. Muzeme vytvorit isecku, kterd spojuje dva dané body.
2. Danou tsecku na jedné i druhé strané¢ miZeme libovolné prodlouZit.
3. Muzeme vytvofit kruh o daném stfedu, na jehoz obvod¢ lezi dany bod.
4. VsSechny pravé dhly jsou si rovny.

Ucebnice jesté obsahuje paty postulét (je odliSny od ostatnich, daleko sloZzitéjsi):
5. K dané piimce a bodu, ktery na ni nelezi, 1ze sestrojit pravé jednu rovnobézku, ktera
prochdzi danym bodem.

Dodatek: V Zaikladech je postulat uveden v jiném ekvivalentnim znéni: " Jestlize iseCka
protind dv¢ usecky tak, Ze na jedné strané je soucet vnitinich pfilehlych thlti mensi
nez dva pravé dhly, pak lze na této stran¢ usecky prodlouzit tak, aby se tato jejich
prodlouZeni protnula." (ekvivalentnich znéni existuje vice).

Pak obecné zasady (ziejmé pravdy v idedlnim svété):

Veli¢iny témuz rovné jsou si rovny i navzajem.

KdyZ se pridaji veliiny rovné k rovnym, i celky se rovnaji.
Odejmou-li se od rovnych rovné, zbyvajici ¢asti jsou si rovny.
Kdyz se ptidaji veli¢iny rovné k nerovnym, i celky se nerovnaji.
Dvojnéasobky téhoZ se navzdjem rovnaji.

Poloviny téhoZ se navzdjem rovnaji.

Co se navzdjem piekryvd, navzdjem se rovna.

Celek je vetsi nez Cést.

Dv¢ samotné usecky Zadny dtvar neohranicuji.
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Nésleduji formulace a ditkazy jednotlivé véty. K jednoduchym vétdm na pocatku
nepotiebujeme paty postulat:

» konstrukce rovnostranného trojihelniku,

* konstrukce shodné usecky,

* odecteni usecky,



Existuji 1 véty, které paty postulat vyzaduji. Napiiklad: "Soucet vnitinich thlt v trojihelniku
je 180°".
Dlouho se matematici snazili dokdzat, Ze paty postulét je zbytecny a je mozné ho dokazat ze
zbyvajicich. Nikdy se to nepodatilo = zmeéna postuldtu = nové typy geometrii, které vedou
k odlisnym znénim nékterych vét (napiiklad véty o souctu uhla v trojihelniku).
Soucasny stav:
* K dané pfimce a bodu, ktery na ni neleZi, 1ze sestrojit pravé jednu rovnob&zku, ktera
prochazi danym bodem = Kklasicka Eukleidovska geometrie:

o geometrie na roving,

o soucet vnitinich Ghla v trojihelniku je 180°,

o dvé ptimky kolmé ke tteti pfimce jsou rovnobézné, "maji stéile stejnou

vzdalenost",
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o ..
* K dané pfimce a bodu, ktery na ni neleZzi, nelze sestrojit Zddnou rovnobéZzku, ktera
prochazi danym bodem = elipticka geometrie:
o geometrie na kouli,
o soucet vnitfnich dhlid v trojihelniku je vétsi nez 180°,
o dvé ptimky kolmé ke tteti pfimce "se k sobé ptiblizuji",
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o ..
* K dané pfimce a bodu, ktery na ni neleZzi, 1ze sestrojit nekonecné mnoho rovnobézek,
které prochazi danym bodem = hyperbolicka geometrie:
o geometrie na sedle,
o soucet vnitinich Ghla v trojihelniku je mensi nez 180°,
o dvé ptimky kolmé ke tteti pfimce "se od sebe vzdaluji",
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Rovnostranny trojihelnik narysovany ve vSech tfech druzich geometrie.



Dodatek: Obréizek staZzen z http://cs.wikipedia.org/wiki/Soubor:End_of_universe.jpg.

Dodatek: Dlouho se myslelo, Ze neeuklidovské geometrie jsou matematickou vymysSlenosti,
kterd nema mnoho spole¢ného s realitou. Na pocatku dvacatého stoleti se
zakfivend geometrie v obecné teorii relativity ukdzala jako spravny popis naseho
vesmiru, jehoZ prostor je zakfiven gravitaci.

Typy dikazu

Poznamka:
Ve zbytku ¢lanku budeme znacit vétu (vyrok), kterou chceme dokézat jako v.
Ve zbytku ¢lanku budeme pouZzivat klasickou tabulku pravdivostnich hodnot implikace.

a b a=b
1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1

1. Diikazy matematickych vét, které maji tvar elementarniho vyroku
- ,jednoduché véty, bez spojek*
Priklady:
* Soucet velikosti vSech vnittnich Ghll v trojihelniku je 180°.
- 2 je iraciondlni ¢islo.

Dvé€ hlavni metody:



1. a) Piimy dikaz véty majici tvar elementarniho vyroku.

Princip ditkazu vychdzi z tabulky pravdivostnich hodnot implikace:

a

14 a=y
] ]

0 0

1 1

0 1

oS O =

Mame vyrok v: ,,Soucet velikosti vSech vnitinich Ghla v trojihelniku je 180°.*
Postup dikazu:

Najdeme pravdivy vyrok a (mezi axiomy nebo mezi jiZ dokdzanymi vyroky),
vystavime od vyroku a pravdivou implikaci (cestu) k vyroku v (tedy najdeme pravdivy
vyrok a=b).

Vime, Ze v tabulce pravdivostnich hodnot implikace @ = v se nachdzime v ¢erveném
fadku (je jediny s jedni¢kou v prvnim a tfetim sloupci).

V Cerveném fadku se podivame do druhého sloupce, je zde 1 a tedy vyrok v je nutné
pravdivy a tedy dokédzany.

Poznamky:

VétSinou se implikace a = v nedd ukdzat pifimo, ale pouze postupné pomoci fetézce
implikaci: a=b,, b =>b,, b, =>b,, ... b_ =b , b = V)

Neni mozné dokdzat pravdivost vyrok tim, Ze z n&j odvodime pravdivy vyrok (védéli
bychom, Ze plati b a v = b, tedy, Ze mame jedniCku v druhém a tietim sloupci, takové
fadky jsou v tabulce dvé a maji riizné pravdivosti v prvnim fadku (nds vyrok, ze
kterého jsme vychdazeli, tedy miiZe byt jak pravdivy tak nepravdivy).

Pfi konstrukci dikazu byva velkym problémem zvolit vhodné vychozi vyrok, aby bylo
mozné odvozovanim dojit k poZadované vété.

Pr.1: Dokaz vétu: ,,Soucet velikosti vSech vnitinich Ghll v trojihelniku je 180° .

Mame vyrok v: ,,Soucet velikosti vSech vnitinich Ghla v trojihelniku je 180°.*
- Hleddme vhodny vyrok a.

i Méame libovolny trojuhelnik ABC:

| C

B

A

B

Zvolime vyrok a: Kazdym bodem v roving lze vést pouze jednu rovnobézku s danou ptimkou.
. Povedeme bodem C rovnobézku KL s ptimkou AB.



o p
. A B
' Nisleduje odvozovéni (sled vyrok a = b,, b, = b,, b, = b,y ... b_ =b , b = V).

U vrcholu C vzniknou dva nové uhly.

K L

A
' Podle véty o rovnob&zkdch protatych piimkou pBlatl’: a' =a a [ = [ (sttidavé thly).
- Uhel <KCL je pifmy, plati 180°=a'+y+ B =a+y+p.
- Trojihelnik ABC jsme zvolili libovolné, podafilo se ndm dojit aZ k vyroku b, = v a tim
dokéazat pravdivost vyroku v.

1. b) Dikaz sporem véty majici tvar elementarniho vyroku

a b a=b
1 1 1
1 0 0
0 1 1

Vyjdeme ze ¢tvrtého fadku, plati-li implikace @ = b (vyvozujeme spravné) a neplati-li vyrok
b, mame ve druhém sloupci 0 a ve tfetim 1 a jsme tedy ve ctvrtém tadku tabulky a neplati
tedy ani vyrok a.
Tabulku upravime takto:
miY b a
1

1
1 0
0 1
T | R |

Misto vyroku a pouZijeme negaci vyroku v, pokud dokdZeme, Ze tato negace je nepravdiva,
znamena to, ze ptvodni vyrok v je pravdivy.

b

»—tO»—tU
ol — Neoly

Postup dikazu:
* Vytvofime negaci =v pozadovaného vyroku v.
* Pravdivé z tohoto vyroku dokazujeme, az dojdeme k nesmyslnému vyroku b.
* Nachazime se ve ¢tvrtém fadku a tedy vyrok —v je nepravdivy.
* Vyrok v je pravdivy.



P¥.2: Dokaz vétu: ,,.Sachovnici 8x8, ze které je vystiiZzeno levé dolni a pravé horni policko,
nelze pokryt 31 obdélniky 2x1.“ (Pokrytim rozumime takové umisténi obdélni¢kl na
Sachovnici, aby kazdé jeji pole bylo ptikryto pravé jednim ze dvou Ctvercii
obdélnicku 2x1.)

' Mdme vyrok v: ,,Sachovnici 8x8, ze které je vysttiZzeno levé dolni a pravé horni policko, nelze
- pokryt 31 obdéIniky 2x1.*

' Musime vychdzet z negace - v dokazovaného vyroku: , Sachovnici 8x8, ze které je

- vystiiZeno levé dolni a pravé horni poli¢ko, lze pokryt 31 obdélniky 2x1.*

Snazime se z negace dovodit spor (zfejmy nesmysl).

- Obdélnik 2x1 pokryje vZdy jedno ¢erné a jedno bilé politko = 31 obdélniki pokryje 31

' bilych a 31 ¢ernych poli¢ek = na Sachovnici s vystiiZenymi policky je stejné ¢ernych i
bilych policek = spor, protoze ze Sachovnice jsme vystiihli dvé poli¢ka na stejné ihlopfticce,
' tedy se stejnou barvou.

. Z negovaného vyroku -v jsme odvodili zjevny nesmysl = vyrok —v je nepravdivy =

- vyrok v je pravdivy.

- Dokdzali jsme vétu: ,.Sachovnici 8x8, ze které je vystiiZeno levé dolni a pravé horni poli¢ko,
' nelze pokryt 31 obdélniky 2x1.*

Poznamka:
Nékteré matematické teorie pouZzivaji logiku, kterd zakazuje pouziti dikazu sporem.

2. Diikazy matematickych vét, které maji tvar implikace
- souveti typu: ,,Jestlize ...., pak....“

Priklady:
* Je déna kruZnice k s primérem AB. Je-li X libovolny bod kruZnice k rizny od bodi A,
B, pak thel AXB je pravy.
e Je dan trojihelnik ABC. Je-li thel ACB pravy, pak bod C lezi na kruZnici s primérem
AB.

 Pro viechna pfirozen4 &isla n plati: jestlize je &islo n” sudé, je sudé i &islo n.

Vyrok v, ktery dokazujeme je slozeny vyrok a = b, nedokazujeme tedy platnost samotnych
vyrokll a nebo b, ale pravdivost implikace (,,Sipky* tedy vyplyvéani vyroku b z vyroku a).

Tti hlavni metody:
2. a) Primy dikaz véty majici tvar implikace

Princip:
Miéme vyrok a = b, nejsme si jisti pravdivosti Sipky — nahradime dokazovanou implikaci
fetézcem implikaci: a = b, by =b,, b,=>b,, ... b_ =b , b =b.

Postup dikazu:
* Vezmeme si vyrok a a zacneme z n¢j postupné pravdivé pomoci axiomu a jiz
dokazanych vét vyvozovat dalsi vyroky.
* SnaZime se dokazovat vyroky, ze kterych by bylo mozné dokazat vyrok b.



* Pokud najdeme vyrok, ze kterého jiz vyplyva vyrok b, podafilo se nahradit implikaci
a = b fetézcem implikaci: a = b,, b = b,, b,=b,,... b, =b, , b, = b atim vétu
dokézat.

Poznamka:
Konstrukce ditkazu je oproti diikaziim elementarnich vyrokl jednodussi, protoze je jasné, ze
kterého vyroku mame vychdazet. Vychazime vzdy z vyroku a.

Pr. 3: Je dana kruznice k s primérem AB. Dokaz vétu: ,,Je-1i X libovolny bod kruZnice
k riizny od bodii A, B, pak uhel AXB je pravy.*

- Vyjdeme z vyroku a: ,.X je libovolny bod kruZnice k rizny od bodt A, B.“ a budeme se snaZit
+ dojit k vyroku b: ,;ihel AXB je pravy.®.

Nakreslime kruznici k a zvolime bod X. Nakreslime trojihelnik ABX.

X

Nakreslime stfed S kruZnice k a trojuhelniky ASX a BSX.
X

Trojihelniky ASX a BSX jsou oba rovnoramenné (maji dvé strany o délce r) a proto plati:

a=a'’af=p4.



Soucet Ghlid v trojihelniku je 180°, tedy a+(a'+B')+B=a'+(a'+ )+ =180°
20" +2f =180°

- a'+ B =XAXB =90°.

- Véta je dokdzana.

2. b) Diikaz sporem véty majici tvar implikace

Princip:
Zcela stejny jako u diikazu sporem u elementdrnich vyroki, pouze vytvofeni negace je trochu

vvvvvv

Postup dikazu:
* Vytvoiim negaci a [J~b pozadovaného vyroku a = b.
* Pravdivé z tohoto vyroku dokazujeme, aZ dojdeme k nesmyslnému vyroku c.
* Vyrok a -5 jetedy nepravdivy.
*  Vyrok a = b je pravdivy.

Poznamka:
Predpokladem tspéchu je spravné znegovéani dokazovaného vyroku.

z w7

H P¥.4: DokaZ vétu: ,,Pro viechna piirozend &isla n plati: jestlize je ¢islo n° sudé, je sudé i
‘ &islo n.
. Uréime elementédrni vyroky v implikaci a = b :

e vyrok a: &islo n” je sudé,

L e vyrok b: &islo n je sudé,

- Znegujeme dokazovany vyrok a = b na vyrok a 0-b: Cislo n® je sudé a zdrove &islo n je
 liché.

' Negaci dokon¢ime znegovanim kvantifikétoru:

- ,.Existuje alespoti jedno pfirozené &islo n, pro které plati: &islo n” je sudé a zdrovei &islo n je
+ liché.*

Z této véty potfebujeme dojit ke sporu.
. Cislo n je liché, tedy da se napsat ve tvaru: n =2k +1, kde k je celé ¢islo.



Pro n’ plati: n* = (Zk +1)2 =4k> +4k +1, to je ale spor s tvrzenim, Ze n’ je sudé protoze

&islo n* =4k> +4k +1 je zjevné liché.

' Vychdzeli jsme z nepravdivého vyroku a O-b, tedy pivodni vyrok a = b je pravdivy.

2. ¢) Nepiimy dukaz véty majici tvar implikace

Princip:
Implikace a = b je ekvivalentni vyrok s obménénou implikaci -6 = -a.
a b a=b -b -a b= -a
1 1 1 0 0 1
1 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1
0 0 1 1 1 1

Pokud dokaZeme platnost implikace -b = —a musi platiti a=>.

Postup dikazu:
* Vytvofime obménénou implikaci -b = —~a pozadovaného vyroku a =b.
* Vyrok b= -a dokdzeme (nejcastéji ptimym dikazem).
e Vyrok b= -a jetedy pravdivy.
* Vyrok a = b je pravdivy.

Poznamka:
Predpokladem tspéchu je sprdvné vytvoreni obméneéné implikace.

H Pr. 5: Je dan trojihelnik ABC. Dokaz vétu: ,,Je-1i ihel ACB pravy, pak bod C lezi na
kruZnici s primérem AB.*

- Ur¢ime elementdrni vyroky v implikaci a = b :

. » vyrok a: ihel ACB je pravy,

. » vyrok b: bod C lezi na kruznici s primérem AB.
' Obménime dokazovany vyrok a = b na vyrok -b = -a: Pokud bod C neleZi na kruZnici
- s primérem AB, dhel ACB nenf pravy.

" Tuto vétu dokazujeme.

' Nakreslime trojuhelnik ABC, kruzZnici s polomérem AB a bod C, ktery lezi vné kruZnice (aby
i lezel mimo kruznici, zbyva jesté vyfesit moznost, Ze bod C je uvnitt kruznice).
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Rrﬁseéﬂ< useCky AC s kruZnici k ozna¢ime D.
' Uhel XADB =90° (jiz dokdzand véta).

D

Uhel £BDC =90° (je prot&jsi k thlu £ADB =90°).
i Uhel XACB nemiiZe byt pravy, protoZe v trojuhelniku BDC by byly dva pravé dhly.

' Nakreslime trojihelnik ABC, kruZnici s polomérem AB a bod C, ktery leZi uvnitt kruZnice
' (zbyvajici moznost). Postupujeme stejné jako v predchozim piipadé.

' Priisesik tisecky AC s kruznici k oznagime D.
- Uhel £ADB =90° (jiz dokdzana véta).
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' Uhel £BCD <90° aby v trojihelniku BCD nebyly dva pravé uhly.
' (je prot&jsi k thlu XADB =90°).
- Uhel XACB >90° (zbytek do 180°).

' Véta =b = -a je pravdivé tedy je pravdivaivéta a =b.

3. Diikazy matematickych vét, které maji tvar ekvivalence
- souveti typu: ,,..., pravé tehdy, kdyz...*

Priklady:
* Vroviné je ddna tsecka AB. Pro libovolny bod X roviny plati, Ze leZi na ose tsecky
AB prave tehdy, kdyz je jeho vzdalenost od bodu A i B stejna.
*  Pro vSechna redlnd ¢isla plati: x=0 pravé tehdy, kdyZ x—|x/=0.

Vyrok v, ktery dokazujeme je slozeny vyrok a < b, nedokazujeme tedy platnost samotnych
vyrokll a nebo b, ale pravdivost ekvivalence (,,oboustranné Sipky* tedy ekvivalentnosti
vyroki a a b).

a b a<b a=b b=a (a=b)0(b=a)
1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0
0 1 0 1 0 0
0 0 1 1 1 1

Z tabulky je vidét, Ze vyrok a < b ma stejnou pravdivostni hodnotu jako vyrok
(a = b) D(b = a) . Stac¢i tedy dokdzat pravdivost vyroku a = b (véta ve tvaru implikace) a

vyroku b = a (opét véta ve tvaru implikace). Dikaz véty ve tvaru ekvivalence tak pfevedeme
na dva dikazy vét implikacnich.

H Pr. 6: 'V roviné je dana usecka AB. Dokaz, ze pro libovolny bod X roviny plati: ,,Bod X lezi
na ose usecky AB prave tehdy, kdyZ je jeho vzdalenost od bodii A i B stejna.

- Dokazujeme vétu ve tvaru: a = b.
- » Vyrok a: Bod X leZi na ose tsecky AB.
. » Vyrok b: Vzdélenost bodu X od bodii A, B je stejna.
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- Nejdfive dokazujeme vyrok a = b: ,,Pro libovolny bod X roviny plati: ,Jestlize bod X leZi na
. ose useCky AB pak je jeho vzdalenost od bodl A i B stejna.*

. Zvolime metodu ptimého dikazu:
i Nakreslime obrazek situace:

X

X

A S B
- Sestrojime trojihelniky ASX a BSX.

X

A S B

' Oba trojihelniky jsou shodné podle véty sus:

- * spole¢nd strana SX

-+ pravé Ghly <ASX a <BSX (osa tdsecky je na ni kolmd)

. ¢ stejné strany AS a BS (osa dise¢ky prochdzi jejim stfedem)

" = musi mit shodné vSechny strany = strany XA a XB jsou shodné = vzdélenost bodu X od
- bodil A, B je stejnd.

' Nyni dokazujeme vyrok b => a: ,,Pro libovolny bod X roviny plati: , Jestlize je vzdalenost od
- bodii A i B stejnd, pak bod X leZi na ose isecky AB.

- Zvolime metodu pifmého diikazu:

- Vzdalenost bodu X od bodli A a B je stejnd, jsou dvé moZnosti:

1 »  bod X lezi na iseCce = musi byt jejim stiedem a tedy lezi na jeji ose.
"+ bod X neleZi na Gsedce = miZeme sestrojit trojuhelnik ABX

X
a a

A :
. trojihelnik ABX je rovnoramenny = jeho vySka v, prochdzi sttedem zdkladny AB a je jejf
" osou = bod X leZi na ose tsecky AB.

X

Vx
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| Véta je dokdzéna.

Shrnuti: Metody dokazovani dzce souvisi s vlastnostmi sloZzenych vyrokda.
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