2.1.13 Funkce rostouci, funkce klesaijici |

Predpoklady: 2111

Pedagogicka poznamka: Nasledujici ptiklad je dobry na opakovani. MiZzete ho studentim
zadat na Cas a ten, kdo ho nestihne nebo nedokaze vyfesit, by mél dostat minus.
Slouzi to k tomu, aby studenti alespoii trochu védéli, co probrali v minulych
hodindch a udrzeli se v obraze.

Pr.1: Nakresli vedle sebe grafy funkci y =x-2 a y =-2x+1. Porovnej, jak se s rostouci
hodnotou proménné x méni hodnoty y.

veétsi hodnoty x maji vétsi hodnoty y = vetsi hodnoty x maji mensi hodnoty y =
¢ara jde nahoru = funkce roste ¢ara jde doli = funkce klesa

Jak definovat, zda je funkce rostouci (klesajici) matematicky, tedy pomoci operaci s Cisly,
jako je porovndvani, s¢itani apod. ?
rostouci funkce klesajici funkce
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plati x, <x, <ux; plati x, <x, <ux;

* mdme nakreslenou hodnotu f (xz), * mdme nakreslenou hodnotu f (xz),
chceme nakreslit hodnotu f (x3) , chceme nakreslit hodnotu f (x3) ,
¢dra ma stoupat = bod [x3; f(x3):| ¢dra ma klesat = bod [x3; f(x3):|
musi byt vy§ = hodnota musi byt niZ = hodnota



f(x3)>f(x2) f(x2)>f(x3)

* mdme nakreslenou hodnotu f (xz), * mdme nakreslenou hodnotu f (xz),
chceme nakreslit hodnotu f (xl) , chceme nakreslit hodnotu f (xl) ,
¢dra md stoupat = bod [xl; f(xl)] ¢dra md klesat = bod [xl; f(xl)]
musi byt niZ = hodnota musi byt vy§= hodnota
fn)<f(x) f(x)>f(x)
Je-li x, <x, musi byt f(xl) < f(xz) Je-li x, <x, musi byt f(xl) > f(xz)
=
Definice:

Funkce f (x) se nazyva rostouci prave, kdyZ pro vSechna x;; x, z defini¢niho

oboru plati: je-li x; <x, pak f(xl) < f(xz) .

Pr.2: Zformuluj definici klesajici funkce.

Definice:
Funkce f (x) se nazyva klesajici prave, kdyz pro vSechna x;; x, z defini¢niho

oboru plati: je-li x, <x, pak f(xl) > f(xz).

Pedagogicka poznamka: Pti pfedchozim piikladu se téida rozdé€li na dvé skupiny (fakticky
moznych feSeni je vic, ale vSechny je moZné prevést do jedné ze dvou skupin):
.jednoobraceti* - je-li x, <x, pak f(x)>f(x,)

,dvouobraceci - je-li x, >x, pak f (xl) > f (xz)

Nechavam studenty, aby nakreslili obrazek, ktery popisuje jejich definice (tedy
body [xl; f (xl)] a |:x2; f (xz)] a podle obrazku sami rozhodli, jestli je takova
funkce klesajici nebo ne. U vétSiny dvouobracect je vSak problém v tom, Ze i kdyz
do prvni nerovnosti napsali x, > x, , nakresli x, do obrazku nalevo od x, . N&kteii

se nad piikladem pofddné nezamysleli a zkusili napsat feSeni automaticky, u
jinych vSak pti dalsi diskusi zjistite, Ze pofddn€ nerozumi smyslu funkce
(ptitazovani hodnot) nebo se neorientuji v grafech.

Pr.3: Rozhodni, které z funkci na obrazcich jsou rostouci, které klesajici a které nemaji ani
jednu z téchto vlastnosti.
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Rostouci funkce: a) b)

. Klesajici funkce: ani jedna

" Funkce nepatiici ani do jedné ze skupin: d), e), f)
. Obrazek, ktery neobsahuje funkci: c)

Pedagogicka poznamka: Existuji i dalsi piiklady funkci, u kterych je zajimavé diskutovat,
zda jsou rostouci nebo klesajici, ale uvadim je pozd¢ji, az na n€ dojde pii vykladu
fada.

Pedagogicka poznamka:Z nasledujiciho pfikladu jsem poprvé také zadaval pouze druhou
¢ast, jenZe se ukdazalo, Ze studenti maji problém vyfesit i zcela nematematicky
problém s fidi¢dkem. Proto jsou tam oba.

Pr.4: Rozhodni, zda existuje vztah (jsou rovnocenné, jeden vyplyva z druhého apod.) mezi
nasledujicimi dvojicemi vyroku:
a) Pavel je plnolety. Pavel ma fidi¢dk na osobni auto.
b) Funkce je rostouci (klesajici). Funkce je prosta.

)
. Pokud je Pavel plnolety, muze, ale nemusi mit fidi¢ak na osobni auto.

' Pokud Pavel m4 fidi¢dk na osobni auto, musf byt plnolety (plnoletost je podminkou udéleni

' fidi¢ského prikazu skupiny B).

. = Z faktu, Ze Pavel ma fidi¢ak na osobni auto, vyplyva, Ze je plnolety.

- Obrécend implikace neplati.

' b)

- Je-li funkce rostouci, je prosta (pokud hodnota pro kazdé dalsi x musi byt vétsi neZ vSechny
predeslé, nemlze se Zddnd hodnota y dvakrit opakovat).

. Obracend implikace neplati. Prosta funkce muze byt klidn€ rostouci i klesajici.

- Je-li funkce klesajici, je prosta (pokud hodnota pro kazdé dal§i x musi byt mensi nez
vSechny ptedeslé, nemuize se Zidnad hodnota y dvakrat opakovat).

' Obréacené to neplati. Prostd funkce miZe byt klidn¢ rostouct i klesajici

Pedagogicka poznamka: Spole¢né si oba pojmy (rostouci a klesajici funkce) nakreslime do
piehledu souvislosti z minulé hodiny.

Pr.5: Rozhodni, pro které hodnoty parametrt a, b je linedrni funkce rostouci (klesajici) a
prosta.

© Zda je linedrni funkce rostouci nebo klesajici zdlezi na sméru = zéleZi pouze na a.
1 Tf1 mozZnosti:



a>0 a=0 a<0
A A
\ 4 \ 4
rostouci = prostd konstantni = neni prostd klesajici = prosta

Pedagogicka poznamka: U piedchoziho piikladu se tfida rozd€li na dveé skupiny. Ta prvni
fekne spravny vysledek s tim, Ze je to jasné, Ze to kazdy vidi. Druhd nevi a to 1
v ptipadé, Ze linearni funkci umi jak nakreslit, tak zjistit jeji predpis z grafu. Proto
si ukazujeme ndsledujici ,,objevovaci* postupy. Pro matematickou budoucnost
studentll mohou byt podstatnéjsi nez definice rostouci funkce.

Existuji n¢jaké ,,objevovaci* postupy, které vedou k vysledku ptedchoziho ptikladu?
,,Hledani spole¢ného rysu*

1. nakreslime (piedstavime si) grafy mnoha co nejriiznéjSich linedrnich funkci:
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2. vybereme grafy funkci, které jsou rostouci, a piSeme si k nim hodnoty parametru a, b:



y a>0,b<0

a>0,b=0

%>O,b<0
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3. zhodnotime situaci: zd4 se, Ze pokud je kladnd hodnota a, je linedrni funkce rostouci bez
ohledu na » = musime si odhad ov¢fit (spousta moZnosti, pouZijeme jen nékteré)

e 4

4. nakreslime dalsi rostouci funkci, co nejodliSnéjsi od téch, které uZ mame a zkontrolujeme,
zda odpovida pravidlu

y a>0,b<0

\ a>0,b=0
ﬁ>0,b<0
X,

a>0,b>0

|

= linedrni funkce y =ax+b je rostouci, pokud plati a >0, na b nezdlezi

,,Dohanéni do extrému**
Nakreslime si spradvnou funkci a zkusime ji dohnat do extrému.
Naptiklad si nakreslime funkci, kterd odpovid4 nasemu poZzadavku (je rostouci), uréime, jaké
ma parametry a pak budeme ménit oba parametry a sledovat, jak se méni graf, zda je porad
rostouci nebo ne.



y *  zvétSujeme b, funkce se posunuje nahoru
je stale rostouci

zvétSujeme a,
funkce se stava strméjsi,
je stale rostouci

Y\

zmensujeme a, funkce se stava pozvolné&jsi
pro a=0 bude vodorovna a nebude rostouci

»
>

X
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zmenSujeme b, funkce se posunuije dolu

parametry vyhovujici funkce: je stale rostouci
a>0,b>0

v
= lineédrni funkce y =ax+b je rostouci, pokud plati a >0, na b nezdleZzi.

»dledovani vyznamu**
Srovndme poZadavky na rostouci funkci s vyznamem konstant.
O tom zda je funkce rostouci, rozhoduje jeji sklon:
* b —neméni sklon funkce = nem4 vliv, zda je rostouci nebo ne,
* a—urcuje sklon funkce = rozhoduje, zda je funkce rostouci nebo ne.

Predchozi ivahy nejsou pro matematika dostatecné = musime udé€lat diikaz, ktery bude
vychdazet z definice.

Pedagogicka poznamka: Nasledujici dva ptiklady jsou podle mého ndzoru pomérn€ obtizné a
hlavné pro studentské uvazovani zbyte¢né (pro¢ slozit¢ odiivodiovat néco, co je
jasné). Pokud studentiim nedojde, o co vlastné¢ jde, snazim se je uklidiovat tim, Ze
to neni pro stfedoSkolskou matematiku to nejpodstatng;jsi.

Pokud se k nim vlibec nedostanete, nic se ned¢je. Dobte poslouzi jako bonus pro
jednickére.

Pr. 6: Dokaz z definice, Ze funkce y = x—2 je rostouci.

- Potiebujeme: kdyZ je x, < x, je f(xl) < f(xz).

Vime: x, <x,.Jakjetos f(xl) =x, -2 f(xz) =x,—27
Vyjdeme: x, <x,, od obou stran odeCtu 2

x, —2<x,—2, ziskali jsme f(xl); f(xz)

- Shrneme:

X <x,

flr)=x-2<x-2=f(x) = f(x)<f(x)

 Dokazano.



P¥.7: DokaZ z definice, %e funkce y=-2x+1 je klesajict.

' Potiebujeme: kdyZ je x, <x, je f(x)> f(x,).

Vime: x, <x,.Jakjetos f(xl) =-2x +1; f(xz) =-2x,+1?
Vyjdeme x, <x,, na obou strandch se snazime vyrobit f (xl); f (xz)
—2x, > —2x, (vynasobeno -2, obracime nerovnost)

|2, +1>—2x, +1, ziskali jsme f(x): £ (x,)

- Shrneme:

LA SX

()= 1> 20412 f (x) = f(n)> (%)

+ Dokéazéno.

Shrnuti: Objevovat miZeme: ,hleddanim spole¢ného rysu®, ,,dohanénim do extrému‘ nebo
,sledovanim vyznamu*.



