2.9.3 Exponencialni zavislosti |

Predpoklady: 2902

Proc¢ probirame tak exotickou funkci jako je exponencidlni?

V Zivoté existuje spousta zdvislosti, které popisuje pravé exponencidlni funkce. Naptiklad
urcité faze rustu zivych organismi, Sifeni chorob (vSichni si pamatujeme na COVID), pozart,
nebo exaktni popis radioaktivnich rozpadu ¢i ttlumu zéieni v latkach.

Pr. 1:  Escherichia coli je tyCinkovitd baktérie Zijici ve stievech teplokrevnych zivocicha
véetné Cloveka. Patif k nejlépe prozkoumanym organismiim na Zemi, protoZe se
pouziva jako modelovy organismus pro genové a klinické studie. V pfiznivych
podminkach (37°C, dostatek Zivin) se déli zhruba kazdych 20 minut. Pfedpoklade;,
Ze na zacatku experimentu obsahuje Zivny roztok 1 baktérii. Kolik baktérii bude

v roztoku: a) po 1 hoding, b) po 2 hodinach, ¢) po t hodinéach,
d) za 1,5 hodiny e) za jeden den?

' Po 20 minutach 2 [1 = 2 baktérie

' Po 40 minutéch ... 2[2=2?=4 baktérie

' Po 1 hoding ... 202*=2%=8 baktérif

' Po 2 hodindch .. 2’2R2[E2=2"=2°=64 baktérii

- Po ¢ hodinach 2% baktérif (kazdou hodinu se t¥ikrat zdvoji pocet

! baktérii)

' Za 1,5 hodiny 2% =2 =2%5 =23 baktérif

Za jeden den (24 hodin) 2% =27 =27 24,72210* baktérif

vvvvv

hodinéach tak budeme mit 64 baktérii o celkové hmotnosti 6,4 107" kg, po 10
hodinach 2°™ =10° baktérii o hmotnosti 10° kg =1 mga po 1 dni jiz 4,7 10*
baktérii o hmotnosti 4 700 000 kg (4 700 tun). Pokud by se baktérie mnozily

stejnym zptisobem ddl, za dalSich 20 hodin (44 hodin po zacatku pokusu) by se
jejich celkovd hmotnost vyrovnala hmotnosti Zemég.

Pedagogicka poznamka: Zdiraznuji to uz béhem feseni prvniho piikladu (a neustale to
opakuji u dal$ich piikladi), pii po€itani: pti pocitani na pocatku piikladu neni cile
ziskat hodnoty (naptiklad poctu baktérii v urcitych ¢asech), ale objevit funkéni
predpis zavislosti (ze kterého pak snadno spo¢teme hodnotu pro libovolnou
hodnotu x). Neni proto cilem z pocetnich postupti co nejrychleji ur¢ovat hodnoty,
ale naopak drZet si vyrazy nevycislené tak, aby v nich:
vystupovaly hodnoty ze zadani
bylo dobie vidét, jak kazda hodnota vychdzi z hodnoty pfedchozi.



Pi.2: Polocas rozpadu radonu ;. Rn je 4s.Na pocdtku pokusu byly 2 g. Uréi, jaké
mnoZstvi radonu zbylo po 2,5 minutédch.

+ Radioaktivni latky se v pfirodé rozpadaji samovolné tak, Ze bez ohledu na mnozstvi latky se
. po uplynuti urcité doby rozpadne vZdy polovina atomil (jde o diisledek toho, Ze si atomy
' nepamatuji sviij vék). Tato doba je u kazdého druhu atomt jind a nazyva se poloc¢as rozpadu.

poOs ....... 2g

. Co se stane po 1 s, nevime, ale vime, co bude po 4 s.

pods ....... 2 [ﬁ%) (rozpadla se polovina atomil)

Dalsi okamzik, kdy budeme védét, co se déje, piijde opét za 4 s, tedy v 8s od zacatku pokusu.
po8s ....... 2 [ﬁ%j (%j =2 [ﬁ%jz (z poloviny atomt, které zbyly po prvnich Ctyfech

sekundéch, se rozpadla zase polovina)

iz 23 (3)oxtl]

- Ted bychom dokdzali ur¢it mnoZzstvi ldtky vzdy, kdyZ je ¢as ndsobkem Ctyf, ale my
| potfebujeme vztah, do kterého se d4 dosadit jakykoliv Cas.
- V exponentu mocniny je vZdy ¢tyfikrdt men3i &islo, neZ je dosazovany Cas. =

' MtiZzeme dosadit:

i x 150

5 1)+ 1)+ 1

' Po150s x=150 = m=2 ) =2 ) =1,0300 'g.
Po 150 s zbude z 2 g radonu *’Rn pouze 1,030 g.

Pedagogicka poznamka: Sestaveni zavislosti byvalo vZdy problémem. Ttidy vyucované
podle ucebnic je zvladaji velmi dobfe. Mam pocit, Ze kdyZ dostanou volnost,
najdou si vSichni pohled, ktery jim vyhovuje a pomoci kterého piiklady vyftesi.

Poznamka: Kamenem trazu pii feSeni téchto ptikladi byva uréeni vyrazu v exponentu.

Pokud piimy postup pouzity v feSeni piikladu nestaci, miZeme se pokusit i jinak:
Délit intervaly na ,,tyFsekundy*:

1
ods ... 20—
p Eﬁz

2
po 8s=2[4s ....... 2[€l (ljzg[élj
2 )2 2

Cislo v exponentu oznaduje poéet &tyisekundovych intervaldl, které uplynuly od zadatku
. . WL X 1)+
pokusu. = Téchto intervali je 2 = Poxs ... ZEﬁEj .

Pouzit neznamou:



&
V exponentu je urcité ndsobek Casu = pots 2 Eé—j

Konstantu &k uréime z toho, co uz vime:

1 & 4k
pods ....... 2 1 2 1 =2 1 :>4k=1:>l<:l
2 2 2 4

2 tk 8k
po8s ....... 2 l 2 l =2 l :8](:2:](:1
2 2 2 4
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Z ptedchoziho piikladu je dobte vidét, pro¢ ho nemiiZzeme fesit pfimou umérnosti. Pokud
bychom ji pouzili, vyslo by:

pods ... g (se rozpadne)
po8s ... xg
X

n =% =2g = Po 8 suZnezbude ani jeden atom = mezi 5. a 8. sekundou se nerozpadl

kazdy druhy, ale vSechny atomy, které se nestihly rozpadnout béhem prvnich Ctyt sekund.
Coz je v rozporu s vyznamem polocasu rozpadu. Piima imérnost totiZz predpoklada, zZe kazdé
Ctyfi sekundy se rozpadne stejny pocet atomu (stejnd hmotnost latky), cozZ je v rozporu se
skutec¢nosti, nebot’ béhem jednoho polo¢asu rozpadu se vzdy rozpadne stejnd ¢ast atomil (a
tedy v ptipad¢ mensitho mnozstvi latky se rozpadne mén¢ atomu).

Pr.3: Polodas rozpadu litky “X je 0,5s. Ur¢i, jaké mnoZstvi latky X zbylo po 2,5
minutiach z 10 g na zacatku pokusu.

po0s ... 10g
. Dalsi okamzik, ve kterém zndme situaci, je uz po 0,5 s.
po0S5s ... 10 [ﬁ% (rozpadla se polovina atomil)
| 1 2
‘pols ... 10 Eﬁz (rozpadla se polovina z poloviny atomil)
ol,5s 10 Eél 3
pol,Ss ... 5
02s 10 [ﬁl 4
po2s ... 5

. Cislo v exponentu je vZdy dvakrat vétsi nez ¢as. =

H 2x
: 1
TPOXS .ee.... 1000 —
F [ﬁzj

MiZzeme dosadit: 2,5 minuty = 150 s.
E 1 2x 1 20050
po150s x=150 = m=10[ﬁ§j =10[€5j =4,900"g.

" Po 150 s zbude z 10 g latky X pouze 4,900 g.



Poznamka: K piikladu je mozné se vratit ve fyzice. Na§ matematicky model s polo¢asem
rozpadu uvaZzuje latku jako spojité prostiedi obsahujici ,,nekone¢né* mnozstvi ¢astic. Tento
piedpoklad je velice dobfe splnén pro ,,rozumné‘ hmotnosti, ale rozhodné neplati pro

4,900™ g, coz je hmotnost o desitky f4d&i men3i neZ hmotnost elementdrnich ¢dstic
(hmotnost protonu m, =1,67007" kg =1,67007 g).

piikladé se na rozdil od pfedchoziho piikladu s radonem *Rn nevyskytuje polo¢as

Pi.4: Vysvétli, jak je mozZné, Ze ve vztahu odvozeném pro mnoZzstvi latky v predchozim
rozpadu latky X.

Zkusime okopirovat postup z piikladu s radonem.
. Pro radon plati: poloc¢as rozpadu T =4s, poc¢ate¢ni mnozstvi m, =2g .

5 1) 1y
i Odvozeny vzorec ZEéEj =m, [égj )

Pro latku X plati: polocas rozpadu T =0,5s, po¢ate¢ni mnozstvi m, =10g.
' Dosadime do vzorce odvozeného pro radon (ale platictho obecng):

| : - : 2
L] =101 =101} =100t
2 2 2 2

. Ve vzorci odvozeném pro latku X se poloCas rozpadu vyskytuje také, ale v upravené hodnoté

X

PP . , < TP
' prevrdceného Cisla. Vzorec m =m, [ézj plati obecné& pro rozpad vSech radioaktivnich latek.

pol13,5mm ... 1
po 2f13,5)mm ... 1

po 3[{13,5)mm  ...... 1

ipoxmm ....... 1

Pedagogicka poznamka: Nékteii studenti sami fesi piiklad 5 ndpodobou s piikladem 4
(feSenim je vztah 10 [éz) ), pak pro né predchozi piiklad samoziejmée neni
Zadnym piinosem.
Pr. 5: Intenzita rentgenovych paprskl se sniZi na polovinu pii prichodu vrstvou olova o
tloust’ce 13,5 mm. Jak se zméni intenzita paprskii, pokud projdou olovénou deskou o
tloust’ce 50 mm?
poOmm ... 1

(intenzita se sniZila na polovinu)

(intenzita se sniZila na polovinu poloviny)

= = =

A~ B~ B~ B

N |~



50

i . 135 (133
- Mizeme dosadit: po 50 mm  x=50 = =1 [Eaj =1 [ﬁaj =0,077.

' Po prachodu olovénou deskou o tloustce 50 mm se intenzita paprska snizi na 7,7% ptvodni
- hodnoty.

Pr. 6: Urci tloustku olovéné desky, kterd zeslabi intenzitu rentgenovych paprskl na
desetinu piivodni hodnoty. Vyuzij idaje z predchoziho piikladu.

. Pro intenzitu rentgenovych paprski pii priicchodu olovem plati: 1 =1 [Eaj .

Pokud se paprsky zeslabi na desetinu pivodni intenzity, plati: [ = %IO. Dosadime:
o 153
L, —=1,—
"0 ° [ﬁzj
1 _(1)es
10 \2

Dél nedokaZeme ulohu fesit, neumime shodit x z exponentu.
1 1 1 1

| 3 4
' Vysledek bychom mohli odhadnout: (lj =—>—>_—= (—j = hodnota vyrazu
' 2 8 10 16 (2

LoX v g . ey LTyl X e
. —— patii do intervalu (3; 4) a z ni mtiZeme piiblizn¢ urcit x.

b

| v w~ N z s v . v 1V . 1 v 1
' Presné to vSak zatim neumime. Potifebovali bychom védét na co umocnit 5 aby vysla 0

Shrnuti: Pokud se pii n¢jakém déji méni mnoZstvi o stile stejnou ¢ast aktualniho mnozstvi,
jde o exponencidlni zavislost.



