29.4 Exponencialni zavislosti Il

Predpoklady: 020903

Exponencidlni funkce nejsou pouze doménou piirody, Casto se objevuje i ve sveté lidském.

Pf.1: Tvij predek uloZil v bance u pfileZitosti zaloZeni Univerzity Karlovy v roce 1348
2 K¢ na tiiprocentni drok. Ur¢i, kolik penéz by sis mohl vybrat na financovani Tvého
vysokoskolského studia v roce 2028. Pfedpokladej (coz je samoziejmeé nesmyslné),
Ze béhem spofeni se podminky neménily a nedoslo ke znehodnocovani mény.

- Jak se ménilo mnoZstvi uloZenych penéz:
01348 ... 2 K¢

1349 ... 2 K& (vloZené penize) + 2[0,03 K¢ (tirok), celkem 2+2[0,03 = 2(1 +0, 03)
 Nechdme vyraz v tomto tvaru, abychom mohli najit funkéni zavislost. Vyraz 2(1+0,03)

" vyjadiuje astku na konci roku 1349, kterd bude v bance po cely rok 1350 a kterd bude
- droCena.
1350 ... 2(1+0,03) K& (uloZené penize) + 2(1+0,03) 0,03 K¢& (drok), celkem

2(1+0,03) +2(1+0,03) 0,03 = 2(1+0,03) (1+0,03) =2(1+0,03)’

1351 ... 2(1+0,03)" K& (uloZené penize) + 2(1+0,03)" 0,03 K& (irok), celkem
2(1+0,03)” +2(1+0,03)* 0,03 = 2(1+0,03)’ (1+0,03) =2(1+0,03)’

1352 ... 2(1+0,03)"

1353 ... 2(1+0,03)°

1358 (po 10 letech) ... 2(1+0,03)"

1448 (po 100 letech) ... 2(1+0,03)”

EPoxletech .. 2(1+0,03)"

Ted mizeme dosadit a dopocitat dlohu:
12028 ... 2(1+0,03)"" =1072365405.

Za podminek uvedenych v zaddni bychom mohli vybrat 1 072 365 405 K¢ (za to uz se da
. studovat pomérné bez problémi).

Pedagogicka poznamka: Studenti pifklad samoziejmé nepoéitaji sami od zadatku. Céstku
uSetfenou po prvnim roce poc¢itdim na tabuli, pak postupné pocitaji ¢im dal vice
oni. Vysledky kontrolujeme po jednotlivych rocich.

Poznamka: Na prvni pohled to vypada, Ze je velmi jednoduché uspofit velkou ¢astku.
Ohromujici vysledek nasetfené miliardy je ale diisledkem toho, Ze exponencidlni funkce roste
¢im dal rychleji a Ze jsme v piikladé spofili neredln€ dlouhou dobu. KdyZ budeme sledovat
nasporenou ¢astku po stoletich, uvidime, Ze k naspoteni 1 miliénu je potieba vice nez 400 let.

rok délka sporeni dosazeni naspoi‘ena ¢astka

1448 100 2(1+0,03) 38, 40




1548 200 2(1+0,03)" 738, 70
1648 300 2(1+0,03)" 14197, 00
1748 400 2(1+0,03)™ 272847, 40
1848 500 2(1+0,03)™ 5243754, 50
1948 600 2(1+0,03)"" 100777787, 30
2048 700 2(1+0,03)" 1936811206, 00

Pedagogicka poznamka: Je tiecba dodat, Ze neredlné je uz tak dlouhé trvani samotné meény.
V soucasnosti je nejdéle kontinudlné existujici ménou na svété anglicka libra
sterlingl, kterd existuje od konce 8. stoleti n. 1. Jeji hodnota od stfedoveku klesla
tisickrat az desetitisickrat (pfesnéji se udava pokles hodnoty od roku 1900 — jedna
tehdejsi libra predstavuje 130 dneSnich). VSechny dal$i mény jsou ov§em
podstatné mladsi — z téch nejstarSich jde napiiklad o Svycarsky frank (od roku

1850) nebo japonsky jen (od roku 1871).

Vyuzij feSeni pfedchoziho piikladu k nalezeni vzorce, ktery udava nasetfenou ¢astku

v zavislosti na: po€atecnim vkladu n,, troku p a dobé spofeni 7. Pomoci vzorce pak

urc¢i naspofené ¢astky pro nasledujici (redlné piipady):
a) 10000 K¢ uloZenych s urokem 1,5 % na 2 roky,
b) 100000 K¢ uloZenych s trokem 2,5 % na 10 let,
¢) 1000000 K¢ uloZenych s trokem 3 % na 20 let.

-V pfedchozim piikladé jsme zjistili, Ze po x letech spofeni s po&dte¢nim vkladem 2 K¢& na

tiiprocentni drok budeme mit naspofeno 2 (1 +0, O3)X K¢.

. Porovndnim vzorce se zadanymi veli¢inami vidime, Ze pii pocate¢nim vkladu n,, uroku p a

. dob¢ spofeni ¢ nasetiime n, (1 +

i) K&.
100

["potateeni vklad , .
P urok p % | délka spoieni ¢ dosazeni nasporena
ny ¢astka
L5
10000 1,5 2 10000| 1+ 100 10302, 30
2 5 10
100000 2,5 10 lOOOOO(1+ 1(’)()) 128008, 50
3 20
1000000 3 20 1000000 (1 + Ej 1806111, 20

Pedagogicka poznamka: Sestavovani obecného vzorce podle konkrétniho vysledku je podle
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urokovani. Nejde o vysledek, jde o to, aby si zZaci napsali vztah s Cisly a zkousSeli
ke kazdému z nich najit odpovidajici pismenko. Vysledny vztah by pak méli
zkontrolovat tim, Ze dosadi misto pismen zpétky ¢isla a m¢li by dostat to samé (je




tézko uveftitelné, jak velké problémy a jak velkému procentu zaki to déld). Nejvice
chyb se pfi sestavovani vzorcu vyskytuje kolem procent.

Poznamka: Stejné jako u predchoziho piikladu je vidét, Ze na velikost naspofené ¢astky ma
nejvetsi vliv doba spoieni.

t
Poznamka: Odvozeny vzorec n =n, (1 +ﬁj se standardn¢ pouzivd ve finan¢ni matematice

pro takzvané sloZené trokovéni (ptipad, se kterym jsme pocitali. Uroky se nevybiraji, ale

piidavaji se k ulozené ¢astce). Dalsi vzorce finan¢ni matematiky budeme probirat pozdéji.

Pr.3: Jednim z problému Setfeni na studium od predka z roku 1348 je vzristajici pocet
potomk, kteii by mé€li narok na vyuZziti naSetfenych penéz. Predpokladej, Ze on i
vSichni jeho potomci méli prumérné dva dalsi potomky, a generace nasledovaly po
25 letech. Kolik pfimych potomki obétavého piedka z roku 1348 by mélo existovat
v roce 20287

- PribliZny vypocet
1 Od roku 1348 do roku 1400 prosly dvé generace, za 600 let od roku 1400 do roku 2000
- dalsich 64 =24 generact, od roku 2000 do roku 2028 jedna generace, tedy dohromady 27

- generaci. Potomkd s ndrokem na piispévek by pak bylo 2*" =134 217 728

Ptesny (zbyte¢n¢) vypocet

+ Po 25 letech ... 2 potomci

' Po 50 letech ... 2[2 =2* potomci

r Po 75 letech ... 22%=2° potomkl

- Po 100 letech ... 2[2° =2* potomki

Po ¢ letech 2% potomkii (zlomek 2i5 urCuje kolikrat se za ¢ let stihla zopakovat

- dalsf generace).
i 2028-1348

Pocet potomki mezi lety 1348 22028 2 2 =15475683.

Dodatek: V redlu by pocet potomki byl samoziejmé nizsi, protoZe Casem by se znacné
zvétSovala pravdépodobnost, Ze VA4S vzdaleny potomek by pocal své dvé déti
s jinym Vasim vzdalenym potomkem a z jejich svazku by se pocet vasSich potomki
nezvétsil (z jednoho na dva), ale zachoval. Na druhou stranu i pti primérné dvou
détech v generaci se pocet potomkil rychle zvétSuje. Je rozhodné daleko

Vv s

nez, Ze se podaii proslavit ptimo Vam.

Penize ulozené do banky nesou zisk ve form¢ drokii.

Bohuzel penize uloZené i neuloZené také ztraceji hodnotu diky inflaci (zdraZovani zboZi,
vSechno stoji vic, nez kolik to stdlo pied nékolika lety).

Inflace se stejné€ jako uroky udava v procentech. Pokud je ro¢ni mira inflace 5 %, znamena to,
7e zbozi, které na zac¢atku roku stalo 100 K¢, bude na konci roku stat 105 K¢ = za 100 K¢
nakoupite na konci roku méné¢, nez byste nakoupili na zac¢dtku roku. Penize ztraceji hodnotu.



Pr. 4: Zkorumpovany politik vySmelil pfi zaddvani zakdzek na ministerstvu obrany 10
miliénd. ProtoZe plati zdkon o pfizndvani piijml, nemiZe penize uloZit do banky a
piechovava je doma ve zlaceném slamniku. Urc¢i kupni silu prechovdvanych penéz
po 20 letech, pokud inflace bude dosahovat primérné 5 % ro¢né.

' Nejdiive urcime, kolik pen¢z bude nutné po dvaceti letech na ndkup zbozi v hodnoté¢ 10
- miliént v soucasnosti. Poté pfepocitdme hodnotu netrocenych 10 miliéni.

. Kolik pen€z potifebujeme na ndkup zbozi, které mélo na zacatku cenu 10 miliéona?
pol.roce ... 107 0,05

po2.letech ... (107 0,05)1,05 =107 01,05” (na pocdtku roku by bylo potieba
107 0,05 K¢)

po3.letech ... 107 1,05’

' pox.letech ... 107 1,05

Ted miiZeme dosadit 20 let a ur¢it mnozstvi penéz potiebné na ndkup zbozi, kterd ma
' nyni hodnotu 10 miliéna.

' po 20. letech ....... 107 0,05%° =26532977 K&

Po dvaceti letech potfebujeme 26 532 977 K¢ na ndkup zboZzi, které piedtim stilo

1 10000000 K¢&. Kupni silu netdrocenych 10 miliéna spocteme ptimou imérnosti:

26 532 977 K¢ 10 000 000 K¢

1 10 000 000 K¢ x K¢

al - 10000000 = x =10000000 0000000 _ 3768895 K¢
1 10000000 26532977 26532977

- Pii pétiprocentni inflaci bude mit za dvacet let 10 miliént K¢ stejnou hodnotu, jakou mé
+ v dnesni dobé 3768895 K& (penize tak ztrati pfes 62 % své hodnoty).

Poznamka: Pifedchozi pfiklad se ¢asto fesi (podle me nespravné) ubyvanim hodnoty penéz
takto:
Ro¢ni mira inflace 5 % znamen4, Ze penize ztrati 5% hodnoty = 95 % hodnoty si zachovaji.

pocatedni ¢astka ... 107 K&

po l.roce ... 107 [0,95

po2.letech ...  (10700,95)0,95=10" 0,95 (na poitku roku md jenom 107 (0,95 K&)
po 3. letech ... 107 [0,95°

pox.letech ... 107 [0,95*

Ted miiZeme dosadit za ¢as 20 let a urcit hodnotu penéz.

po 20. letech ....... 107 [0,95 =3584859,20 K&

Po 20 letech bude hodnota penéz uz pouze 3 584 859,20 K&.

Pf.5: Oficidlni inflanim cilem centrdlni banky je ro¢ni inflace ve vysi 2 %. Za kolik let
ztrati penize uloZené doma ve slamniku polovinu své hodnoty? Najdi vysledek
‘ zaokrouhleny na celé roky.

 Nemdme stanovenou ptivodni ani kone¢nou ¢astku. Penize ztrati polovinu své hodnoty, kdyz
' na ndkup zboZi budeme muset vynalozit dvojndsobné mnoZzstvi penéz ne ted = jako
. pocdte¢ni ¢astku pouZijeme 1 K¢, jako koneénou 2 K¢.



- MnoZstvi penéz vzriistd 0 2 % roéné = potiebnd ¢dstka se zvétSuje s koeficientem 1,02 =
potfebné mnoZstvi penéz po x letech: 1,02" . Dosadime kone¢nou a poc¢atecni ¢astku:

- 2=100,02"

- 2=1,02" = stejny problém jako na konci minulé hodiny, hleddme ¢islo, na které musime
- umocnit &slo 1,02, aby vyglo 2.

. Nevime, jak ur¢it toto ¢islo = zkusime alespon pfiblizny vysledek.

1 Zkousime umocnovat na kalkulacce 1,02.

1,02 =1,22
1,02 21,81
1,029 22,21

| 1,02% =1,9998895
' 1,02% = 2,040

s v s ws

" = hledané &slo je velmi blizké ¢islu 35.

. Pokud se primérnd ro¢ni inflace bude rovnat 2 %, ztrati penize polovinu své hodnoty za 35
D let.

Shrnuti: Exponencidlni funkce popisuje i spofeni nebo inflaci.



