2.9.12 Logaritmus

Predpoklady: 020911

Pedagogicka poznamka: Nasledujici ptiklady vyZaduji tak jednu a pal vyucovaci hodiny.
V ptipadé€ potieby vSak staci dojit k prikladu 6 a zbytek jen ukézat, coz se d4 za
jednu hodinu stihnout (nedoporucuji).

Pedagogicka poznamka: Je potieba, aby studenti pocitali logaritmy sami. Ned¢l4 jim to
problémy, jen na iplném zacétku je tfeba nékolika jednotlivetim zopakovat, co

logaritmus znamena.

Pti feSeni piikladli na exponencidlni zavislosti i pfi feSeni nékterych rovnic jsme nebyli
schopni urcit vysledek. Podobnou situaci jsme uZz zazili pfi umociiovani. Srovndme obé&

situace na rovnicich:

Kdy to slo:

x* =27 = Hleddme &islo, které se po
umocnéni na tfeti bude rovnat 27.

X =3

x=3

Kdy to neslo:

x* =20 = Hleddme &islo, které se po
umocnéni na treti bude rovnat 20.

Nemadme takové ¢islo k dispozici (Zddné ndm
dosud zndmé ¢islo se po umocnéni na treti
nerovna 20).

x=320

Symbol 320 znamens Cislo, které se po
umocnéni na tfeti rovna dvaceti.

Nazyvame ho tieti odmocnina z 20.

MiiZzeme ho urcit pfiblizn¢ na libovolny pocet
mist, napiiklad na dvé¢: 3/% =271.
Spravnost miiZzeme ovétit umocnénim:

2,71 =19,9.

2 =8 = Hledame ¢islo, na které musime
umocnit 2, aby vyslo 8.

2" =23

x=3

2* =7 = Hledame ¢islo, na které musime
umocnit 2, aby vyslo 7.

Nemadame takové Cislo k dispozici (2 na Zadné
dosud znamé ¢islo se nerovna 7).

Z grafu vidime, Ze takové Cislo existuje:

Funkce y =2" md hodnotu 7 = musi
existovat ¢islo, na které umocnime 2 a
ziskame 7. Z grafu je vidét, Ze bude platit:
2<x<3.

Cislo 2,8 témé&f spliiuje nase pozadavky:

220 26,96=17.

Stejné jako u odmocniny se smitime s tim, Ze
nebudeme ve vétSing piipadi znét presnou



hodnotu hledaného ¢isla a budeme ji urCovat
jen pfiblizn€ na libovolny pocet mist.

Cislo pojmenujeme logaritmus p¥i zakladu 2
ze 7 (log, 7) (zaklad 2, protoZe umociiujeme

2, ze 7 protoZe po umocnéni ma vyjit 7).
Nejpiesn€jsi odpoveéd’ na otazku: ,,Na jaké
¢islo musime dét 2, aby vySla 77, je log, 7 .

Plati: 2* =7, pravé kdyz x=log, 7.

Logaritmus pfi zdkladu a z x je ¢islo y (piSeme y =log, x ), na které musime
umocnit zdklad a, abychom ziskali ¢islo x (piSeme x =a” ). Tedy y =log, x,
pravé kdyz x=a’.

Predchozi definice pro nds ted’ bude velmi dtlezitd. VZdy, kdyz budeme potiebovat zjistit
vyznam libovolného Cisla vystupujiciho okolo logaritmi, odkdZeme se na ni.

Pedagogicka poznamka: Definice samoziejmé neni kompletni a korektni. Jejim dokon¢enim
se studenti zabyvaji pozd¢ji, ve chvili, kdy jiZ ur¢i nékolik logaritmi a za¢nou se
trochu orientovat ve vyznamu ¢isel x, y, a. Pokud nékdo na nekompletnost
upozorni, feSime ji ihned.

Jakd je hodnota log, 8 ?

Hleddme cislo, na které musime umocnit 2, aby vySlo 8. Hledané &islo je 3, protoZe plati:
2°=8 = log,8=3.

Poznamka: Vsimni si, Ze stejn¢ jako se pii ur¢ovani hodnot odmocnin odkazujeme na
umociovéni, pti ur¢ovani hodnot logaritmu se odkazujeme na hodnoty exponencidlni funkce.

Pr.1: Urci log,9.

i Hleddame ¢islo, na které musime umocnit 3, aby vyslo 9. Hledané Cislo je 2, protoze plati:

1 3°=9 = log,9=2.

Poznamka: Piiklad miZeme feSit také jako rovnici. Hledame ¢islo, na které musime umocnit
3, aby vyslo 9. Kdy?z si ho oznacime y, musi platit: 3° =9.

3 =3
y=2
log,9=2

Pr.2: Urci hodnoty logaritmii:
a) log,16  b) log,,10000 ¢) log, 32 d) loglé e) log ;9

2

' a)



- Hleddme ¢islo, na které musfme umocnit 4, aby vyslo 16. Hledané ¢islo je 2, protoZe plati:
- 47=16 = log,16=2.

b)

- Hleddme &islo, na které musime umocnit 10, aby vyslo 10000. Hledané ¢&islo je 4, protoZe
- plati: 10* =10000 = log,,10000=4.

9

. Hleddme ¢&islo, na které musime umocnit 2, aby vyslo 32. Hledané Cislo je 5, protoZe plati:
0 2°=32 = log,32=5.

T

! 1 1 ) .
' Hleddme ¢islo, na které musime umocnit > aby vyslo 3 Hledané ¢islo je 3, protoZe plati:

| 3
i (lj =1 1og11:3.
| 58

2 8

o)

. Hleddme c¢islo, na které musime umocnit NE) , aby vySlo 9. Hledané ¢islo je 4, protoZe plati:

(\/5)4:[(\/5)2}:32:9 = log;9=4.

Pr. 3:  Urci hodnoty logaritmu:

B

o)

1
a) logzé b) log,,0,0001 c) logs1 d) log, 16 e) logﬁg
2
Hleddme cislo x, na které musime umocnit 2, aby vyslo % .
' Pomtizeme si rovnici: 2° =% i 2¢ =" x=-1
: I _
; = 10g2 5 =-1
b
i Hleddame ¢islo x, na které musime umocnit 10, aby vyslo 0,0001.
PomuZeme si rovnici: 10" =0,0001 . 10" =10 x=—4
- = log,,0,0001 =—4
- Hleddme ¢islo x, na které musime umocnit 5, aby vyslo 1.
- PomiZeme si rovnici: 5* =1. 5°=5° x=0
- = logs1=0 (logaritmus z 1 se rovnd nule bez ohledu na zdklad)

e

! PR c . 1 "
. Hledame cislo x, na které musime umocmta , aby vyslo 16.

PomiZzeme si rovnici: (%j =16. (2"1))r =2t 27=2! x=-4



= log, 16=—4
' 2

r

i P . ) . !

| Hleddme cislo x, na které musime umocnit V2 , aby vySlo %

| X 1\
- Pomiizeme si rovnici: (\/E) = (22j =27 g =-3 x=—6

o0 | =

= logﬁ%:—6

Pedagogicka poznamka: Vétsina studentl dokdze piedchozi logaritmy uréovat zpaméti, coz
je samoziejmée lepsi. Pouziti rovnice by mélo byt zbrani posledni zachrany, piesto
ho doporucuji pomérné brzo po zadédni piikladu 3 ukdzat na tabuli, aby studenti
s hors$i schopnosti pocitat zpaméti zbyte¢né neztraceli Cas.

Pr.4: Urci hodnoty logaritmii:

"

)

r

a) log,\/3 b) log, 32 c) log,, 3’ d) log ;16
- Hleddme &islo x, na které musime umocnit 3, aby vyslo V3.
' PomiiZeme si rovnici: 3* =+/3. 3* =32 x= 1
: 2
i 1
- = log, 3= )
b
' Hleddame ¢islo x, na které musime umocnit 4, aby vyslo 32.
PomiiZzeme si rovnici: 4* =32 (22 )x =2 220 =2’ x 23
i 5
= log,32= )
- Hleddme &islo x, na které musime umocnit 27, aby vyslo 3.
i . . x 7
 Pomiizeme si rovnict: 27°=3".  (3°) =37 3" =3 x=2
! 7
= log,, 3’ =3
' Hleddme &islo x, na které musime umocnit V8 , aby vySlo 16.
| : I £
- Pomiizeme si rovnict: (v8) =16. ([23]2) =2! 22 =2 3x=8

= logﬁ16:§



Logaritmus pfi zdkladu a z x je ¢islo y (piSeme y =log, x ), na které musime
umocnit zdklad a, abychom ziskali ¢islo x (piSeme x =a” ). Tedy y =log, x,
pravé kdyz x=a’.
Pr.5: Definice logaritmu ze zac¢itku hodiny nenfi tiplnd a korektni. Dopln ji tak, aby byla

spravna.

- V definici zfejme chybi pfedpoklady o hodnotach a a x.
. » qa (Cislo, které umocnujeme) = stejné pozadavky jako na zdklad exponencidlni funkce

- = a0(0;0) {1}

* x (vysledek umoctovani) = umociiujeme kladna ¢isla, rizna od jedné = vysledek
- musi byt vzdy kladny = x0(0;0).

"+ y (mocnitel) = mie byt libovolny = yOR.

Pro kazdé¢ kladné redlné ¢islo x a kazdé kladné redlné Cislo a rizné od jedné
definujeme logaritmus pfi zdkladu a z x jako ¢islo y (piSeme y =log, x ), na které

musime umocnit zdklad a, abychom ziskali ¢islo x (piSeme x =a”). Tedy
y=log, x,pravé kdyz x=a’.Tedy y=Ilog, x pravékdyz x=a".

Pedagogicka poznamka: Myslim, Ze pouzitd metoda pozd¢jsiho doplnéni piedpokladi je
vyhodnéjsi. Studenti si nejdiive zaziji, jak se logaritmy pocitaji a teprve poté, kdyz
znaji vyznam jednotlivych Cisel, sestavuji predpoklady. Takto se nad predpoklady
zamysli alespon v okamziku, kdy je formuluji. V klasickém piipad¢ je vétSinou
zcela ignoruji.

H Ur¢i zpaméti hodnoty logaritmu:
‘ a) log, 2% b) log . 7" ¢) log, 22

a) log, 28 =3 (2 musime umocnit na V3, aby vyslo Zﬁ)

b) log 7" =2m (+/7 musfme umocnit na druhou a na 77, aby vyslo 77)
¢) log, 22 = g =3 (4 musime umocnit na polovinu a na V12, aby vyslo 22 )

Pedagogicka poznamka: Minimalné prvni bod by méli studenti opravdu vyfesit (a chapat)
z hlavy. Pokud ne, je potieba ujasnéni situace.

P¥.7: Urci hodnotu vyrazu 2°%’ .
' Plati: 2°=7 =7
' log, 7 je ¢islo, na které musime umocnit 2, aby vySlo 7. A pravé na toto ¢islo jsme dvojku
. umocnili.
Pedagogicka poznamka: Predchozi piiklad by mél byt opét vSem zcela jasny. Pro velkou ¢ast

7aka, ktefi si nevédi rady, je problémem, Ze se na zadani nedivaji v celku, ale fesi
ho po krocich a nedokdZzi dojit k vysledku, protoZe neznaji hodnotu log, 7 (kterd



vSak neni potfeba. PouzZivam nésledujici nematematické pfirovnani: Ke spravné
odpovédi na otdzku:“Co se stane s trezorem, kdyZ do bezpecnostniho zatizeni
zadame Ciselny kod, ktery otevird trezor? — ,,Otevie se®, totiZ také nepotiebujeme
védét hodnotu ¢iselného kddu. Staci jen informace, Ze kéd bude spravné zadén.
Pti vysvétlovani je mozné pouzit zadani, ze kterého je mozné provést vypocet
piimo:

Uréi hodnotu vyrazu 2'°%*

208 =2 =8 (plati log,8=3).

V kazdém piipadé je potieba, aby kaZdy chapal rovnost 2°* =8 pifmo bez
urcovani hodnoty logaritmu, které jsme pouZili v této poznamce.

Pr.8: Urci ¢islo x, pokud plati:
_ 1 _ 1
a) log, x=2 b) 10g4x—5 c) log s x=4 d) logﬁx—z
a)
- Opakujeme vyznam &isel log, x =2 = 4 je zdklad mocniny (co umoctiujeme), x je &islo,

' které vyjde po umocnéni, hodnota logaritmu (2) je ¢islo na které umociiujeme. Plati tedy:
L x=4=16.

: 1
- b) Plati: x=42=2
c) Plati: (

| 7) =4
d) Plati: x=(<3)* =43

&=

Poznamka: Je vidét, ze piiklady tohoto typu je mozné fesit zcela automaticky. Zaklad
logaritmu umocnime na jeho hodnotu a ziskdme ¢islo, ze kterého jsme logaritmus pocitali.

Pr.9: Urci Cislo a, pokud plati:

a) log,16=4 b) log, % =-2 c) log, %

1
) d) log, 27=6

' a) log, 16 =4

Opakujeme vyznam cisel log, 16 =4 = a je zdklad mocniny (co umociiujeme), 16 je Cislo,
které vyjde po umocnéni, hodnota logaritmu (4) je ¢islo, na které umocnujeme. Plati tedy:
16 =a". = Ptdme se: ,,Jaké ¢islo musime umocnit na 4, aby vyslo 16?

2'=a* = a=2

: 1

' b) log —=-2

) log, 2

Jaké ¢islo musime umocnit na -2, aby vyslo % ?

= a=~/8=2/2



| . 1 1
- Jaké ¢islo musime umocnit na 5 aby vysla ) ?

Lo

| 1 1
La?=— Ja== = a==
5 2 2 4
id) log,27=6

- Jaké &islo musime umocnit na 6, aby vyslo 27?

ia6=27 :>a=\/ﬁ=\/§

Pr. 10: Urci hodnotu vyrazu:
a) 3log910 b) O 510g27

' Problém: Cisla, na ktera umoctiujeme, jsou jina, nez ¢islo v zdkladu logaritmu. Upravime
. vyraz, zkusime pfepsat zdklad mocniny:
1

| 1 logy 10 1 i
a) 3 =(92j =(9"=")2 =107 =410

b) 0,597 = (2—1)1°g27 :(210g27)_1 —771 =

Q| =

Pr. 11: Zjednodus vyrazy a uved’ podminky:

a) 208" b) log, x°
a2 = x0R-{0}
b) log, x* =2 xU (O; 00) —{1} (zdklad logaritmu nesmi byt 1)

Pr. 12: Petdkova:
strana 31/cviceni 69 d)e) g)
strana 31/cviceni 70 c¢) d) g) h)
strana 31/cviceni 71 c¢)d) g)

Shrnuti: log, 8 je ¢islo, na které musime umocnit 2, aby vyslo 8. Proto plati log, 8 =3.



