2.9.15 Veéty o logaritmech |

Predpoklady: 020912

Pedagogicka poznamka: Tato a nasledujici hodina se daji stihnout najednou, pokud oZelite
pocitani v tabulce a n€které piiklady na konci pfisti hodiny. Pfijde mi to trochu
Skoda, snazim se studentiim ukézat, Ze logaritmy byly diive opravdu uzitecné.

Pedagogicka poznamka: Tabulku samoziejmé kreslim na tabuli a v§echna odvozovani
provadim na ni bez pouZiti projektoru.

Objev logaritmi

Konec 16. stoleti: rozvoj moieplavby, obchodu a konstruovani = velkd potieba rychlého
pocitini = rozvoj metod na usnadnéni vypocti.

Problémy s ndsobenim (s¢itdni je jeSté snesitelné, ale ndsobeni ¢tyfmistnych Cisel je docela
problém), délenim, umociiovanim a odmocnovanim.

Pocatek 17. stoleti: objev logaritmu.

Pr.1: Dopln tabulku:

x 0 1 2 3 4 5 6 10
y=2"

x 0 1 2 3 4 5 6 10
y=2" 1 2 4 8 16 32 64 1024

" Chceme (bez kalkulacky) spocitat, kolik je 416.

Spravny vysledek 416 =64 .

MiiZzeme ho ziskat i jinak (kdyZ si uvédomime, Ze ndsobime mocniny 2):

406 =22 =2 =2° =64 (uréime si exponenty, pro &isla 4 a 16, kdyZ je zapiSeme jako
mocniny 2, pak exponenty secteme, a vysledek ndsobeni najdeme jako mocninu dvojky

s vypoctenym exponentem).

Postieh: Vysledek ndsobeni ¢isel v druhém fadku tabulky jsme ziskali s¢itdnim cisel v jejim
prvnim fadku.

X 0 1 2 3 4 5 6 10
y=2" 1 2 4 8 16 32 64 1024
Vyznam ¢isel v tabulce miZeme vyjadrit i jinak (obracené):
y =log, x 0 1 2 3 4 5 6 10
X 1 2 4 8 16 32 64 1024

Zkusime jinou dvojici €isel z druhého fadku: 64 16 =1024 .

Secfteme logaritmy téchto dvou Cisel (Cisla z prvniho fddku) 6 +4 =10.
y=log, x 0 1 2 3 4 5 6 10
X 1 2 4 8 16 32 64 1024




Ziejmé plati: Nasobenim dvou cisel ve druhém tadku ziskame Cislo, které je pod souctem
odpovidajicich ¢isel v prvnim fadku.
1664 =1024
4+6=10
log, 16 +log, 64 =log, 1024 = log, (16 [64)

S tabulkou a ptedchozim postiehem:

* Muzeme pievadét nasobeni na scitani (k ¢isltim z druhého fadku, kterd chceme
vyndsobit, najdeme cisla v prvnim fadku, kterd secteme, a pod jejich souctem
objevime vysledek ndsobeni).

* Logaritmus pii zdkladu 2 dokdZeme spocitat pro vSechna kladn4 ¢isla (a tim tabulku
»zahustit®, abychom nebyli odk4zani pouze na mocniny dvou).

= Mohli bychom si tim uleh¢it ndsobeni (v dne$ni dobé& kalkulacek to nema cenu, ale v dob&
bez kalkulacek to byla ohromnd véc. Pomiicce, kterd tuto vlastnost logaritmii vyuZivala, se
fika logaritmické pravitko a patiila do sedmdesatych let 20. stoleti k nutné vybavé kazdého
inZenyra jako dnes kalkulacka nebo pocitac).

Pro kazdé a >0; a #1 a pro vSechna kladna Cisla r, s plati:
log, rls=log, r+log, s.
Diikaz:

log“r’ g = alog“s T B- - alogu(r[ﬂ)

r—=a

« v .. — log,r log,s — log,s+log,r
Spodteme soucin r 3 jinak: 7 [§ =a %" L4« = q " %

nasobeni mocnin).

(s¢itani exponenti pii
., o — log, — log, s+log,

Spojime oba zptisoby: 3 =a*® () = glogas+og,r

Exponenty se musi rovnat: log, (rL$) =log, s+log, r.

Vétu o logaritmu ze soucinu mizeme rozsifit i pro vice Cisel:

Pr.2: Dopli nésledujici vétu, tak aby byla rozsifenim predchoziho vzorce:
Pro kazdé a >0; a #1 a pro viechna kladnd &isla 7, 7,,...r, plati: log, (1 [, I, ) =...

n

i Uvnitf logaritmu je soucin vice ¢isel = pravidlo ho pfeméni na soucet vice logaritmd.
Pro kazdé a >0; a #1 a pro vSechna kladna ¢isla 7, 7,,...r, plati:

log, (r &, 04, ) = log, 1, +log, 1, +...+log, .

Pf.3: Zapis jedinym logaritmem a zjednodus:
a) log,8+log, 2 b) log, 4 +log, 9 ¢) log,,25+log,, 4

- a) log,8+log,2=log,82=log,16=2 b) log, 4 +log, 9 =log, 49 =log,36=2
' ©) log,, 25+1log,, 4 =log,, 254 =log,, 100 = -2

Pr.4: Zapis jako soucet dvou logaritmi:
a) log, 6 b) log, 18 c) log7

"a) log, 6=log, 23 =log, 2+log,3=1+log, 3



' b) log,18 =log, 92 =log, 9 +log,2 =2 +log, 2
¢) log7 =log7U=1log7+logl

Posledni ptiklad je podeziely: log7 =log7 +1log1. Muze rovnost platit?

Muze, protoze plati log1 =0 (vSe souvisi se v§im, ani by nds nenapadlo, Ze nulovd hodnota

log1 je nutnd pro platnost vzorce na soucet logaritmi).

Pedagogicka poznamka: Reseni posledniho pifkladu je nutné studentiim nabidnout,

upravovat 7 =7l se jim zd4 nesmyslné. Hlavnim cilem je poznamka, ktera po

piikladu nésleduje.

Pi.5:  Zjednodus vyraz log,30—-log,5—log,2.

- log,30-log,5-log,2 =log,3+log,5+log,2-log,5-log,2=log,3=1

Logaritmy muzZeme pouZit i pro prevedeni d¢leni:

y=log, x 0 1 2 3 4 5 6 10
X 1 2 4 8 16 32 64 1024
104 g
64
10-6=4
1024

log, 1024 —-log, 64 =log, 16 =log, o1
Pro kazdé a >0; a #1 a pro vSechna kladna ¢isla r, s plati:
log,, Ce log, r—log,s.
K

Diikaz vynechdme.

Pi. 6: Pomoci vzorce log, L log, r —log, s zjednodus:
s
a) log,12-log, 3 b) log,2—log, 6
i 12
- a) log,12-log, 3 =log, 3 =log,4=2

b) log,2—log, 6 = 10g3% = log3% =-1

Pi.7: Zjednodus bez pouZiti vzorce log, I log, r—log, s vyrazy:
s

a) log,12-log, 3 b) log,2—log,6.

" a) log,12-1log,3=1log, 43 -log,3 =log, 4 +log,3-log,3=log, 4 =2
' b) log,2~log, 6 =log, 2~ (log, 3 +log,2) = -log,3=~1




Pedagogicka poznamka: Studenti maji tendenci pouzivat oba vztahy jedinym zpisobem,
navic ve chvili, kdy se ve vyrazu objevi minus, automaticky nasazuji vzorec pro
podil. Cilem pfikladu je, aby se pokusili podivat na piiklad i z jiného thlu a vyfesit
ho i mén¢ ptimocarym zpiisobem.

H Pr.8: Preved vyrazy na logaritmus jediného c¢isla:

a) log,30—log,5+log,3—-log,9 b) log,, 8 —log,,100+log,, 0,5
! 3003 20503
i a) log,30-1og,5+log,3—1log,9 =log,—— =10 =log,2=1
) log, g, 258 g, 258 903 258 3305 253

' b) log,,8~log,, 100 +log,, 0,5 =log,, % =log,,0,04=2

H Pr.9: Zjednodus vyrazy:
a) log, 90 —2log,3—log, 2 b) 3log, 2-log,24.

ra
13)g590—210g53—10g52=log59+log510—210g53—10g52=
' log, 3+log; 3+log, 5+log, 2-2log 3~log. 2 =log, 5 =1
b)

- 3log,2-log, 24 =3log, 2~ (log, 4 +log, 6) =

=3log, 2~ (log, 2 +log, 2 +log, 2 +log,3) =~log,3=~1

Pedagogicka poznamka: Studenti maji tendenci se zbavovat vyrazu 2log, 3 timto
zpusobem: 2log, 3 =log, 2[3 =log, 6. Nejdiive studenty nechdvam chybu hledat,

poté si problém ukdZeme u tabule. Jako dopliikovy kol poté zaddvam upraveni
vyrazu 2log, 3 na logaritmus z jednoho ¢isla.

Logaritmy zjednodus$i ndsobeni na s¢itani, nemohly by zjednodusit umociiovani?

P¥. 10: Najdi vztah pro odstranéni mocniny z vyrazu uvnitf logaritmu: log, (r“) =.

log, 2’ =log, 222 =log, 2 +log, 2 +log, 2 =3log, 2
log, 2’ =3log, 2 = exponent &isla uvnitt logaritmu ,,spadnul® pred logaritmus = ziejmé
' plati: log,, (r‘) =slog, r.

s krdt skrdt

: —
' Ovéiime: log, (r‘) =log,| rdLU.I¢ |=log, r+log, r+..+log, r=slog, r.

Pedagogicka poznamka: Predchozi priklad vétSinou nechdvame otevieny do nasledujici
hodiny.



Pr. 11: Petdkova:
strana 31/cviceni 72 b) ¢)
strana 31/cviCeni 73 c¢) e)

Shrnuti: Logaritmy prevadéji nasobeni na scitani.



