2.9.17 Prirozena exponencialni funkce, prirozeny logaritmus

Predpoklady: 020916
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Pedagogicka poznamka: Pii vykladu v prvni ¢asti hodiny je tieba postupovat tak, aby zbylo
jesté 15 minut na samostatné feSeni piikladii na konci hodiny.

Pedagogicka poznamka: V klasické gymnazialni sad¢ je pfirozena exponencialni funkce
vybrana jako funkce, jejiz tecnou v bodé [O;l] je funkce y = x+1. Asi dvakrat
jsem latku vysvétloval timto zpiisobem a v obou pifipadech jsem byl ze strany téch
nejchytiejsich dotazovan, co je tak zajimavého na te¢né¢ y =x+1.

Od té doby vysvétluji ptirozenou exponencidlni funkci pomoci derivace. Zejména
ve tiidach, kde u¢im fyziku, to neni problém, protoze hned v prvnim ro¢niku se pfi
vyuce kinematiky studenti uci graficky ptiblizné derivovat funkce. Tento zptisob
se mi osvédcil, studenti nemaji s pochopenim derivace jako funkce ukazujici
zmeény zadné zv14Stni problémy. Derivace prvnich tif funkci v tabulce hleddme se
studenty spolecn¢ na tabuli.

V ¢asti matematiky, kterd se nazyva diferencidlni pocet (¢ekd nds az na konci ¢tvrtého
ro¢niku), se zkoumaji funkce. Velmi dileZité je zejména hledani funkce, kterd ndm o néjaké
jiné funkci tik4, jak se méni jeji hodnoty.
Takové dvojice funkci zndme z fyziky. Napftiklad:

* drdha rovnomérné zrychleného pohybu (s nulovou pocate¢ni rychlosti): s = Eat2 ,

* rychlost rovhomérné zrychleného pohybu (s nulovou pocate¢ni rychlosti): v =at,

* drdha rovnomérného pohybu: s =vt,

* rychlost rovhomérného pohybu: v = konstanta .
Rychlost nam tik4, jak se v kazdém okamZziku méni draha télesa = funkce v = ar nam fika,
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jak se méni funkce s = Eat2 (matematici fikaji, Ze funkce v = at je derivaci funkce

L
s=—at").
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Hledani derivaci je pro fyziku i matematiku naprosto zasadni tikol (jednim z objevitelt
diferencidlniho poctu je I. Newton, ktery tento druh matematiky vymyslel, protoZe bez n¢j
nebyl schopen matematicky zapsat své fyzikdlni zakony).

Témet ke vSem funkcim, o nichZ jsme dosud mluvili, existuje funkce, kterd je jejich derivaci.

Ukdzky jsou v tabulce:
Funkce Derivace (znacise y')
y= 1 y '=(
y=x y'=1
y=x y'=2x
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Vsechny derivace se 1is$i od funkce, jejiZ zmény popisuji.
Existuje funkce, kterd sama o sob¢ iik4, jak se méni? Ktera je sama svoji derivaci?

Jak vypada derivace exponencidlni funkce?

Funkce Jeji derivace

y =Gj y'=-0,69314 [ﬁ%)
y=2" y'=0,6931412"
y=3" y'=1,0986103"
y=4' y'=1,38629 3"
y=8" y'=2,07944 8"

Vsechny derivace exponencidlnich funkci vypadaji skoro stejné€ jako ptivodni funkce, prekdzi

tam pouze néjaké Cislo, kterym se funkce nasobi.

Proc?
Priklady exponencidlnich zavislosti:

* pocet atomi radioaktivni latky: Hodnota funkce odpovida poc¢tu atomil, zména
hodnoty odpovida poc¢tu atomd, které ubudou (ten je ale op€t dan pomoci poc¢tu atomd,
které v latce existuji, protoZe pravé polovina z nich béhem poloc¢asu rozpadu zanikd).

* mnoZzstvi penéz na actu: Hodnota funkce odpovida poctu penéz na Gctu, zména
hodnoty odpovidd mnoZzstvi pen¢z, které ptibudou (tedy drokiim pfipsanym od banky.
MnozZstvi penéz, které banka na ucet pfipiSe, zase odpovidd mnoZstvi uloZenych
penéz).

= I prostou tvahou vidime, Ze u exponencidlnich funkci je od funkce k jeji derivaci velmi
blizko (zména exponencidlni funkce v ur¢itém bod¢ odpovida jeji aktudlni hodnot¢).

Vsechny faddky mizeme zapsat takto:

Funkce Jeji derivace

y:ax y'=kaljlx

Potfebujeme najit funkci, pro kterou plati k, =1. Z tabulky je vidét, Ze:
* k, je ztejm¢ logaritmus pfi n¢jakém nezndmém zakladu (k, =—k,, k, =2k, , k, =3k,
2
= tato Cisla spliuji pravidla pro logaritmy)
* hledané &islo a0(2;3) (k, =0,69314, k, =1,09861)
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Pedagogicka poznamka: Piedchozi ¢ast kapitoly neni uréena k zapamatovani a nikdy ji
nezkousim. Jde pouze o snahu zdiivodnit, pro¢ se v matematice pouZziva z béZzného
pohledu nesmysIné ¢islo a jeste se o ném tvrdi, Ze je nejvyhodnéjsi.




Spravna hodnota hledaného ¢isla je dalsi zdkladni matematickd konstanta (velmi podobna
¢islu 77), jmenuje se Eulerovo ¢islo ¢ =2,71828182845904523536028747135266249775 .
Eulerovo ¢islo (podobné jako 77):

* mad nekone¢ny neperiodicky desetinny rozvoj (a tedy nejde napsat zlomkem, je
iracionalni),

* neni kofenem zadné algebraické rovnice s raciondlnimi koeficienty,

e dokdZeme je urcit na libovolny pocet desetinnych mist,

* je nejvhodné&jsim ¢islem pro zdklad exponencidlni funkce i zdklad logaritmt (z
pohledu normélniho ¢lovéka je neuvétitelné, Ze pouzivame Cislo, které nedokaZzeme
ani presné¢ zapsat, ale z matematického hlediska je pouzivani e podobn¢ opodstatnéné
jako pouzivani radianti pro velikost dhlu).

Exponencidlni funkce y =e" se nazyva prirozena exponencialni funkce.
(Pfirozena exponencidlni funkce je funkce, jejiZ zména je v kazdém okamziku rovna jeji
hodnot¢.)

K nf inverzni logaritmickd funkce o zdkladu e y =log, x se nazyva prirozena logaritmicka
funkce (prirozeny logaritmus).

(Prirozeny logaritmus ma ze vSech logaritmickych funkci nejhez¢i derivaci y =—.)
X

Znaceni: Misto y =log, x piSeme y =Inx.

Poznamka: ProtoZe vime, Ze k, je logaritmus pfi nezndmém zédkladu a plati k, =1, je

zfejmé, ze plati k, =Ina, pak totiz vychazi k, =Ilne =log,e=1.

Pedagogicka poznamka: Je nutné se nenechat piili§ unést a vykladat prvni ¢ast hodiny tak,
aby na zbytek za touto poznamkou zbylo pfiblizn¢ 20 minut. Pro studenty neni
vzorec pro zménu zdkladu tak jednoduchy, jak by se dalo ocekavat. Nejveétsi
problémy jim ptlisobi volnost, se kterou si zaklad mohou volit.

Problém:
Na kalkulackach se vyskytuji vétSinou pouze tlaitka pro In x a logx = pomoci kalkulac¢ek

muzeme urcovat pouze logaritmy se zdkladem e a 10 = musi existovat vzorec, jak snadno
urcit 1 logaritmus pfti jiném zdkladé.
Pro kazdé a>0;a#1, b>0; b#1 apro vSechna kladna ¢isla r plati:

log, r

log, r= 8"

log, a
Zajimavé. Novy zdklad si miZeme volit libovoln¢ ze vSech ¢isel, kterd mizeme pouZit jako

zéklad logaritmu.



Pi.1:  Urc¢i pomoci kalkulacky pfibliznou hodnotu (na 6 desetinnych mist) log, 3.

Podle vzorce plati log, 3 =

log3 . 0,477121254

log2  0,301029995

nebo log, 3 =103 = LOIBOI2I8Y _, 501965501
| In2  0,69314718

=1,584962501

Pedagogicka poznamka: V tomto piipadé je potieba, aby byl vysledek spocitan na
kalkulacce rovnou (ne prepisovanim mezivysledki na papir a jejich opétovnym
zadavanim do kalkulacky), naptiklad posloupnosti kldves: log 3 / log 2 =.
Studenti by si m¢li vyzkouset spocitat hodnotu logaritmu obéma zplisoby, aby si
tak ovéfili, Ze na volbé zdkladu opravdu nezaleZi.

Vzorec si miZeme oveérit i pomoci ndm znamych hodnot logaritmii:

2:10g416:M_f_
g,4 2
nebo dokazat:
Plati: r =a"%" - rovnost zlogaritmujeme pii zakladu b = na obou strandch rovnice

jsou Cisla, kterd se rovnaji, pokud z obou ¢isel udélame logaritmy pfti zdkladu b (libovolné

z w7

kladné ¢islo rizné od jedné), budou se rovnat i naddle.
log, r =log, ™" - pouZijeme pravidlo pro mocninu uvnitf logaritmu.
log, r =log, rlog,a /:log,a
1
log, r= 08"
log, a

Pr.2: Odhadni (s presnosti na celd ¢isla) hodnoty logaritmi a pak je vypocti pomoci
kalkulacky:

a) log, 11 b) log,;0,6 c) log, 0,1

-a) log,110(2;3) , log,11=2,182658
' b) log,50,60(0;1), log, 0,6 =0,736966
' ¢) log, 0,10(—4;-3), log, 0,1 =-3,321928

Vzorec pro zménu zdkladu mizeme vyuZzit pti vypoctu nékterych logaritmi:

1 . . e . e
log e vSechna ¢isla jsou mocninami tii = pievedeme na podil logaritm pii zdkladu 3

1
log, — -
10g l: g39 :log332:__2:—4
P9 10g3\/§ log 3% 1
3 2



Pr.3: Pomoci vzorce pro zménu zdkladu vypocti bez kalkulacky:

1 1
a) 1ogﬂZ b) logQ% c) logﬁz
2 2
| 3 3 _
g = l0E k2! 5 2
| log,8 3 3 9
1 B 1
| N
ib) logQ%— log,9  log,3’ "2 6
! 3 3
1
: g}, 2 2 4
I B T 3 B
5 log, 2 >

Shrnuti: Existuje idedlni ¢islo jako zdklad ptirozené exponencidlni funkce i pfirozenych
logaritmt. Jde o Cislo e =2,71828182845904523536028747135266249775...,
stejné jako 77 nejde Cislo e vyjadiit zlomkem.



