8.2.5 Uziti aritmetickych posloupnosti

Piedpoklady: 8201,8202

Pi. 1: S hloubkou roste teplota Zemé piiblizné rovnomérné o 30°C na 1000 m. Jakd bude
teplota na dné dolu hlubokého 900 m, je-li v hloubce 25 m teplota 9°C ? Jaka by byla
teplota na dn¢ jednoho z nejhlubsich dolti na svété TauTona v JAR v hloubce 3585
m? Porovnej vypocitanou teplotu s teplotou uvadénou v literatufe a vysvétli rozdil.

- Ze zadéni zname teplotu ve dvou hloubkéch:
. v hloubce 25 m a,s =9

v hloubce 1025m ... ayps =39 (hloubka o 1000 vétsi = teplota o 30°C vyssi)
Pomoci vztahu mezi a, a a, miZeme urcit diferenci posloupnosti:

a,=a, +(s —r)d = Gyys = Ay +(1025—25)d

' 39=9+1000d

=3
100

Ted’ snadno ur¢ime pomoci stejného vzorce teplotu v libovolné jiné hloubce:

3

gy = s +(900-25)d =9 +875 3--=35,25°C

3

s =y +(3585-25)d =9+ 35600 =115.8°C

Za ptedpokladu, Ze teplota zemské ktliry roste s hloubkou zptisobem udanym v zadani by
- v hloubce 900 metri byla teplota 35,25°C, v hloubce 3585 metri pak 115,8°C.

' Druhy vysledek je zjevn& neredlny. P takové teploté by bylo pro horniky asi nemozné
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horniny kolem 60°C, teplota vzduchu pak dosahuje asi 55°C, klimatizaci je sniZovana na

' piijatelnych 35°C.

Diivody zjisténého rozdilu jsou ziejmé dva:

+ 1. Uvedeny vzrust teploty s hloubkou se tykd pouze vrchni vrstvy zemské kliry, pozdéji roste
teplota podstatné pomaleji (vétSina tepla do zemské kiry nepronika z plaste, ale vznika v kiife
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. rozpadem radioaktivnich prvki, jejichz obsah je nejvyssi ve vyssich vrstvach).

2. Pokud je rozhodujici obsah radioaktivnich prvka v daném misté, muze jit také o oblast, kde
- kiira obsahuje radioaktivnich prvki méng, coz vede k mensimu zahiivéani a tim nizsi teploté.

i 3. Tepelnda vodivost vEétSiny hornin je velmi malé, a tak je moZné pomoci klimatizace ochladit
- povrch horniny na niz3{ teplotu (pravé velmi mald tepelnd vodivost hornin zemské kiry bran{
' snadnému vyuziti geotermalni energie).

Pedagogicka poznamka: Vsechny nasledujici piiklady pochézeji z klasické uc¢ebnice od
Doc. Odvérka. Za cely vecer se mi nepodatilo vymyslet jiny redlny piiklad, ktery
by nebyl pouhou kopii se zménénymi ¢isly. Pokud by autor u€ebnice protestoval,
mohu piiklady samoziejmé stahnout a nahradit analogiemi, ale sim vnimam tento
fakt jako ocenéni jeho prace, protoZe opravdu nenechal pfili§ véci, které bych
mohl zménit.



Pedagogicka poznamka: Vsechny déle uvedené piiklady neni v silach vétSiny studentl
stihnout. Piiklady tvoif podobné dvojice (piiklady 2 a 3 a piiklady 4 a 5). Resim to
tak, Ze studenti vZdy fesi cely piiklad 2 a 4. Pfiklady 3 a 5 pouze nacindme
(ud€ldme soupis toho, jaky vyznam maji jednotliva Cisla v zadani z hlediska
posloupnosti). Piiklad 7 vétSina studentdl neni schopna vyfesit sama, ale i v
piipad¢, Ze jej nestihneme ve Skole, nic straSného se nedé&je, protoZe je mozné
piiklad dostudovat doma.

pyramidu potfeba, pokud nejnizsi fada obsahuje 25 plechovek a kazda dalsi fada ma

Pr.2: V obchodé stavi propagacni pyramidu z plechovek. Kolik plechovek bude na
0 jednu plechovku méng?

- Napieme si, jaky vyznam maijf jednotlivé zadané hodnoty z hlediska posloupnosti. Zbytek
piikladu je pak pouhym dosazovanim do vzorct.

- a, =25 - pocet plechovek v nejniZsi fadé

a, =1 - v posledni fad¢ je jedind plechovka

d =-1 - v kazdé dalsi fadé je o jednu plechovku méné
s, =7 - chceme urcit poCet plechovek ve vSech fadach
Ur¢ime n pomoci vzorce pro n-ty ¢len: a, =a, + (n —1) d
1=25+(n-1)(~1)

- 24=(n-1)

- n=25

- Ted’ miZeme dosadit do vzorce pro s, :

sn=§(a1+an)=§(25+l)=325

' Na stavbu pyramidy bude tfeba 325 plechovek.

Z ptedchozich ptikladl je dobfe vidét, jakym zpiisobem se pouzivaji posloupnosti pii feseni
slovnich uloh. Pokud je slovni uloha pfevoditelna na aritmetickou posloupnost, staci, kdyz
provedeme piifazeni zadanych hodnot k jednotlivym ¢lenim posloupnosti (pfipadné souctu
prvnich n ¢lend, diferenci ...).

Pi. 3:  Cist stfechy domu m4 tvar lichob&Zniku a je tieba ji pokryt taskami. Vime, Ze do
fady u hiebenu se vejde 85 taSek, do spodni fady pti okapu 105 taSek. Ptitom jsou
tasky srovnany do fad tak, aby v kazdé nasledujici fad€ bylo o jednu tasku vice nez
v fad¢€ predchozi. Kolik je tfeba taSek na pokryti ¢4sti stfechy?

' NapiSeme si, jaky vyznam maji jednotlivé zadané hodnoty z hlediska posloupnosti. Zbytek
- ptikladu je pak pouhym dosazovanim do vzorci.

- a, =85 - pocet taek v nejvysii fade

" a, =105 - pocet tasek v nejnizf fadé

- d =1 - v kazdé dalsf fadé je o jednu tasku vice

- s, =? - chceme urdit pocet tasek ve viech faddch

+ Ur¢ime n pomoci vzorce pro n-ty Clen: a, =a, + (n —1) d.

105=85+(n-1)1



- 20=(n-1)
- n=21
Ted’ miiZeme dosadit do vzorce pro s,: s, = g(al + an) = %(85 +105) =1995.

' Na pokryti stfechy budeme potiebovat 1995 tasek.

Pr.4: Ocelové roury se skladdaji do vrstev tak, Ze roury kazdé horni vrstvy zapadaji do
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mezer dolni vrstvy. Do kolika vrstev se slozi 95 rour, je-li v nejvyssi vrstvé 5 rour?
Kolik rour je v nejnizsi vrstve?

' NapiSeme si, jaky vyznam maji jednotlivé zadané hodnoty z hlediska posloupnosti. Zbytek
- pitkladu je pak pouhym dosazovanim do vzorci.
- @, =? - poCet rour v nejnizsi vrstveé
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' a, =5 - pocet rour v nejvyssi vrstveé

- d =-1 - vkazdé dalii vrstvé je o jednu rouru méné
-5, =95 - pocet rour, které potfebujeme sloZit

Vyjdeme ze vztahu pro s,: s, = %(a1 + an) = dv¢ nezndmé = potiebujeme dalsi rovnici
vyjadiime si q, ze vztahu pro n-ty ¢len: a, =a, + (n —1)d = a,=a,- (n —1) d
Dosadime: s, —E(a1+ ——[a -(n— 1 d+a :I —I:Zan—(n—l)d].

- Vyslednd rovnice bude urcité kvadratickd = dosadime konkrétni &isla:

; n

F95=—1208-(n-1)(-1 /2

190 =n[10+(n~1)]

190 =n(9+n)

n*+9n-190=0

bt —dac _—9%9' -40[{-190) 929

e T o 20 T2
§n1:_9;29=10 nz—_9 2 =-19 -nedava smysl

' Dopotitame: @, =a, —(n-1)d = 5—(10—1)( 1)=1

5 Roury musime slozit do 10 vrstev, v nejnizsi vrstvé bude 14 rour.

H Pi.5:  Hledisté letniho kina je urc¢eno pro pfiblizné 1200 divaki. Do prvni fady je
planovéno 40 sedadel, do kazdé nésledujici o Ctyfi sedadla vice. Kolik fad sedadel
bude mit hlediste?

' Napieme si, jaky vyznam majf jednotlivé zadané hodnoty z hlediska posloupnosti. Zbytek
. ptikladu je pak pouhym dosazovénim do vzorcii.



- a, =40 - podet sedadel v prvni fadé

- a, =7 - pocet sedadel v posledni fadé

- d =4 - vkazdé dalif fadé je o 4 sedadla vice

- s, =1200 - ptiblizny pocet sedadel ve viech faddch

Vyjdeme ze vztahu pro s, : s, =g(a1 +an) = dv€ nezndmé = potiebujeme dalsi rovnici
' tou je vztah pro n-ty ¢len: a, =a, + (n —l)d

5 , n n n

Dosadime: s, _E(GI +an) _E[al +aq, +(n —l)d] _5[2a1 +(n —l)d]

- Vyslednd rovnice bude urcité kvadratickd = dosadime konkrétni &isla:

1200:%[2@0+(n—1)4]

1200=§(80+4n—4)

1200=n(38+20) /:2
- 600=n+19n

- n* +19n-600=0
_—bb—dac _-19%,[19° -400(-600)  -19:52,5

n, =

2a 20 2

[— + - [—
n = 19 252,5 ~16.8 n, = 19 252,5 _

- Rad musi byt celé &islo = kino musi mit 17 fad sedadel.

- nedava smysl

Pr. 6: D¢Inik obsluhuje 16 poloautomatickych tkalcovskych stavii. Vykon kazdého stroje je
x metrd latky za jednu hodinu. Prvni stav uvede d€lnik do chodu na zacatku smény,
kazdy dalsi uvadi do ¢innosti vZdy po dvou minutich. Kolik metri 1atky vyrobi
délnik na kazdém stavu v prvni hodiné smény? Kolik metrii 1atky vyrobi celkem?

' Podobny ptiklad jako pfedchozi, ale ve vysledcich se bude vyskytovat pismenko x.
- MnoZstvi latky vyrobené stavem ziskdme, kdyZ vyndsobime dobu, po kterou byl stav zapnuty
. = budeme pocitat pouze Casy a pak je vyndsobime x

" doba ¢innosti prvniho stavu v hodindch 1
- doba ¢innosti druhého stavu v hodinach 1—i =1 L (zapnuty po 2 minutich)
| 60 30
'~ doba &innosti tfetiho stavu v hodindch 1—% =1 2 (zapnuty po 4 minutach)
R
Ca, =1
-1
30
n=16
a,=a,+(n~1)d :1+(16—1)(—ij =1-2 =05
! 30 30
' doba, kterou pracovaly viechny stroje dohromady ... s,



n

s =£(al+an)=g(l+lJ=8§=12
T2 2\ 2) 2

Jednotlivé stavy vyrobily: x, (1 —3—10j x,...,(l —%J x metrt latky

Vsechny stroje dohromady vyrobily 12x metra latky.

Pi.7: Nabuben o priméru d, je navijeno lano s primérem d, . V kazdé vrstve je lano

navinuto vedle sebe m krat. Ur¢i, jaka je priblizna délka lana navinutého na buben
v n vrstvach. Piiklad feS obecné 1 konkrétn€ pro hodnoty d, =1,2m, d, =0,04m,

m=30, n=6.
- Nakreslime obréazek:
A X —;
'y I ¥0:
| ad,+d>
' d+30d, o
Y
\
\ s

- Délka jednoho zavitu v prvni vrstvé: o = 77d = IT(a,’1 + dz) (jako polomér kruznice bereme
. vzdélenost stfedii pfi¢nych prifezii lana, vyzna¢enou modfe nalevo).
- Délka v8ech zavith v prvn{ vrstvé: m 77 (d1 + dz) (m zaviti).

Primér zavitu druhé vrstvy je vlevo vyznacen zelen€ (jde opét o vzdéalenost stiedti pticnych
- prifezii lana ve druhé vrstvé) d =d, +3d,.

Délka jednoho zdvitu v druhé vrstvé: o = 71d = 71 (al1 + 3d2) .

Délka vSech zaviti v druhé vrstvé: m 7T (a,’1 + 3d2) (m zavith).

' Délka druhé vrstvy je vEtsi, protoze je namotana na prvni. Stejn¢ tak délka tfeti vrstvy bude

| VEt§1 nez délka druhé o stejnou vzdalenost = délky jednotlivych vrstev tvoii aritmetickou
' posloupnost s diferenci m 712d, .

Délka n-té vrstvy:
a,=a,+(n-1)d =mn(d,+d,)+(n-1)m2md, =mn{d, +d, +n2d, -2d,] =
a,=mnld,+(2n-1)d, ]

' Celkov4 délka lana je rovna souctu délek lana v jednotlivych vrstvaich = secteme prvnich n
' ¢lent fady, kterou jsme pravé zkoumali:



_nmiT

5, :%(al +a,) %[’"”(dl +d,)+mnld, +(2n—1)dzﬂ 2

[d, +d,+d, +(2n-1)d, ]
_nmmit

S =

2

- Konkrétng: s, =nm(d, +nd,)=63007(1,2+60,04)m=814m.

- Celkova délka lana v n vrstvéch je nm 7T(al1 + ndz) .

[2d1 +2nd2] =nm 7T(al1 +nd2)

Pr.8: Rozhodni, pro ktera Cisla k plati, Ze soucet k po sob¢ jdoucich Cisel je délitelny
Cislem k.

. Soucet libovolnych & po sobé¢ jdoucich cisel:
i » prvni Cislo: n,
-+ posledni &slo: n+k—1.
 Soudet: n+(n+1)+(n+2)+..+n+k—-l=p+n+n+. +n+0+1+2+. +k-1
| -
| kkrat
Soucet aritmetické posloupnosti:
. n=k(pocet ¢lentt), a, =0, a, =k -1
k(k-1)
S

Dosadime: s, :%(al+an)=§+(0+k—l)=

' Celkove: n+(n+1)+(n+2)+...+n+k—1=nk+k(k2—1) :k(n+%j.

Y

Pokud ma byt soucet délitelny Cislem k, musi byt uvnitt zdvorky pfirozené ¢islo = zlomek
% musi byt celé ¢islo = Citatel kK —1 musi byt sudy = k—-1=2] = k =2[+1 (kje liché
- &islo).

' Soudet k po sobé& jdoucich ¢&isel je urcité délitelny Cislem k, pokud je Cislo & liché.
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Shrnuti: Ne¢které slovni dlohy je mozné matematizovat pomoci posloupnosti. Staci pritadit
Cisla ze zadan{ jejim ekvivalentiim v posloupnostech.



