9.1.12 Variace s opakovanim

Predpoklady: 9103, 9105

Pedagogicka poznamkaVsSechny zakladni kombinatorické postupy s opakougsou
naplanovany na jednu hodinu. Je to mozné stihpakiyd si Zaci pamatuji
z&kladni postupy bez opakovani. Vzdjemné srovnastupi bez opakovani i
s opakovanim je jednim z velkyckhiposi kombinatoriky a hlavnii/od, pr@ si
myslim, Ze by se kombinatorika s opakovanim &amynechavat.

Pedagogickd poznamkaTato hodina se da probrat za 45 minut, ale pokuldcete se
studenty popovidat o heslech a kdédovani, snadstitejize pdebujete jest jednu
pulhodinu navic.

Pr. 1. Mezinarodni abeceda ma 26 pismerti\kolik moznych hesel iZeme sestavit,
pokud:
a) ma heslo 4 znaky a je sestavené pouze z maigotep,
b) m& heslo 4 znaky a je sestavené z malych pismky,ch pismen aislic,
c) ma heslo 10 znaéka je sestavené z malych pismen, velkych pisniéslia.

- a) heslo ma 4 znaky a je sestavené pouze z maigofep

. Prvni znak hesla 26 moznosti (26 pismen n&nyb

- druhy znak hesla 26 moznostit@eme pouzit znovu stejné pismeno),
. treti znak hesla 26 moZznosti,

- &tvrty znak hesla ... 26 moznosti.

- Jednotlivé znaky spoluiideme kombinovat (k libovolnému znaku na prvnim #nisizeme
. vyzkousSet vSechny moznosti na ostatnich mistesh)octy moznosti mezi sebou nasobime

- = celkow 26[R6(R6126= 26= 45697 moznosti.

- b) heslo ma 4 znaky a je sestavené z malych pisvetych pismen aislic

. Stejny postup jako v minulém b&dcha kazdy znak mame 26 (mala pismena) + 26 (velka
' pismena) + 10&(slice) moznosti26+ 26+ 10= 6: moznosti=

- celkem62[62062162= 62= 147763: (nafist o dvaiady).

. ¢) ma heslo 10 znéka je sestavené z malych pismen, velkych pisniéslia

- Stejny postup jako uipdchoziho bodu, desetkrat vybirame jeden z 62izma&znosti

' ndsobime mezi sebo62° = 8392993658683402: moznosti (tak to uz v rozumnétase
. nestihne vyzkouSet ani pivag).

Dodatek: Rychly osobni péita¢ s duéalnim procesorem stihne za sekundu vyzkouSEd a
000 000 hesel> lamani hesla (vyzkousSeni vSech moZnych kombirzlbdu b)
mu trva iblizné sekundu.

Dodatek: PIN kod na bankovni karima pouze 10 000 moznych kombinaci. Jeho ndhodné
prolomeni je blokovano tim, Ze automaty umfgZ pouze dva neugpné pokusy o
jeho zadani aiptietim nedsgsném pokusu kartu pohiti.



Pedagogicka poznamkaMyslim, Ze je docela vhodné si na tomto gfmobmluvit o heslech
a jejich lamani.

Pr. 2: VeSkeré informace se v fitecich zapisuji pomoci sledu nul a jetisk. Jedna
hodnota 0 nebo 1 se nazyva bittSina informaci se pak zapisuje sledend.bit
Nap‘iklad pro zapis znak(pismen nebgislic) se pouziva sled osmi i1 byte).
Existuje tabulka (nazyvana ASCII), ktera kazdé wagané osmici z jed&ek a nul
piitazuje jeden znak. Kolik znakmiaZzeme pomoci ASCII tabulky zapsat (kolik
existuje usptadanych osmic sloZzenych z jedgk a nul)?

~1.bit ... 2 mozZnosti
L 2. bit ... 2 moznosti
' 3.bit ... 2 moznosti
- 8. bit 2 moznosti

- MoZznosti na jednotlivych bitech spoluizeme kombinovat (k jedné moznosti na prvnim bitu
- mazeme vyzkouset vSechny moznosti na ostatnich Bitegttelkovy pdet ziskame

- vynasobenim moznosti pro jednotlivé bity celkem existuje2 R[RRI20]212= 2= 25

' moznosti (a tedy moZnost zapsat 256 #hak

Dodatek: 256 miznych znak je dost pro pouziti anglické abecedy, bohuzel rpéto
kodovani specialnich znakaznych jazyk (trebaceskécarky a héky) =
celoswtove plati pouze prvnich 128 zniakv druhé polovit se mohou tabulky
lisit = CHAOS (v devadesatych letech s€R pouzivalo gkolik riznych druli
koédovani, coz zjsobovalo uzZivatéim nemalé problémy. Nakonec nas ten Hus
vySel gkné draho).

Pr. 3: Najdi spolé€né rysy pedchozich fikladi. Ktery z dosud probranych posfuje
piikladim nejblizsi?

- VSechny pedchozi piklady jsou skoro stejné:
-+ mamen prvki,
. » z nich vybirdme &kolik (k) prvka,
» z prvki sestavujeme-tici,
-« zAleZi na piadi,
-+ prvky se mohou opakovat.
. N&S postup velmiifpomind tvorbu variaci.

= k-tice, které jsme sestavovali, se nazykafienné variace s opakovanim.

k-¢lenna variace s opakovaninz n prvki je uspdadanék-tice sestavena 2d¢hto
prvka tak, Ze kazdy se v ni vyskytuje nejvysSkrat.

Poznamka: Pokud je v textu uvedeno pouze slovo variace, n¥age, Ze se jedna o variace
bez opakovani. Pokud chceme variace s opakovaniisinme to pimo uvést.

| Pr. 4. Ur¢i pocetk-¢lennych variaci s opakovanimmzrvki.

» Vytvéarime uspéadanouk-tici z n prvki:



1. ¢len: n moznosti,
1 2. ¢len: nmoZznosti,
' 3. ¢len:n moznosti,

- k-ty ¢len:n moznosti.
' MoZznosti kombinujemenh O [h=n“.

Posetk-clennych variaci o prvka znasime V; (n) neboV'(k,n).
Poset V, (n) k-clennych variaci s opakovanimagrvki je V, (n) =n*.

Pr.5: Rozepi$ a vypdi:
a) V;(4) b) V; (10) o) V;(2)

) V;(4)=4 b)V/(10) = 10 o)V, (2)=2

PF. 6:  Mame mnozinu sei¢mi prvky: M ={a;b;c} . Vypis viechny dvatlenné variace s

opakovanim sestavenéézhto ¥ prvka. Urci jejich patet pomoci vzorce. Které
z vypsanych variaci negato dvoulennych variaci (bez opakovani) sestavenych
z prvki mnozinyM?

Vypisujeme variaceighledré podle prvniho prvku.

(aa), (ab), (ac)

(b.a), (bb), (bic)

' (c.a), (c.b), (c,c)

Patet variaci s opakovanim pomoci vzorvg(B) =3 =9 = odpovida.

- Mezi variace bez opakovani nejfpay dvojice, které obsahuji dva stejné prvky:

' (a,a), (b,b), (c,c) = variaci bez opakovani je 6, coZ potvrzuje i vzorg(3) = 3[2= 6.

Pomoci variaci s opakovanimieme ukit pocet podmnozirk prvkové mnoziny.
Ukazeme si fiklad s dvouprvkovou podmnozindd ={a;b} .

Mnozina m&styti podmnoziny{a;b} , {a} , {b},{ } -

Problém: Podmnoziny majitizny paiet prvikii = pomoci kombinatoriky tojde €zko.
Figl: Kazdou podmnoZinu fizeme zapsat pomoci ugadané dvojice z jedéek a nul.
{a;b} = (L1) 1-podmnoZina obsahuje prvakl - podmnozina obsahuje prvbek

{a} = (40) 1-podmnozina obsahuje prvako - podmnoZzina neobsahuje prvek
{b} = (0;1) 0 - podmnozina neobsahuje preekl - podmnoZzina obsahuje prvbk
{} < (0,0) 0-podmnozina neobsahuje prekd- podmnozina neobsahuje priek

= Uspdéadana dvojice nartika, které prvky v podmnozirbudou a které ne> pocet
podmnozin je stejny jako pet uspdadanych dvojic.

Kolik je uspdadanych dvojic? Tvdme je ze dvou pruk(0 a 1), které se mohou opakovat
dvojelenné variace s opakovanim ze dvou firek V, (2) = 2° = 4.



PF. 7:  Ur¢i pocet vSech podmnoZikprvkové mnoziny.

- MnoZzina m&k prvki = u kazdého prvku musime rozhodnout, zda bude dmpodiny
. patit nebo ne= budeme z jeddek vytvdet uspsadanék-tice = k-clenné variace

' s opakovanim ze dvou privk> V;(2) = 2°.
k prvkova mnozina m&* podmnozin.

Pedagogicka poznamkaDobry giklad na odhaleni mechanicky uvazujicich studlent
NejcastjSi chybou je Spatné pochopeni role dvojkyedezhozim vysstlovani,
které vede k vysledkk®. Takovym studeriim radim, aby zkusili konkrétn
spaitat piiklad pro tiprvkovou mnozinu. Stejnou radu mam i pro ty k& nevi
rady vibec.

Pr. 8: Ur¢i, kolik raiznych znak mizeme v Morseavabeced zapsat pomoci maximéaid
tecek nebacérek.

; Pro kazdy poet t&ek acarek utime pa&et moznosti zvlas
-+ jednoduché znaky: 2 moznosti,
-+ znaky ze dvou teek nebatarek: usptadana dvojice ze dvou privls opakovanim

V,(2)=2 =4,
* znaky zefit tecek nebatarek: usptadana trojice ze dvou pritks opakovanim
-V, (2)=2=8,
. znaky zeltyt tetek nebatarek: usptadan&itvetice ze dvou prvik s opakovanim
-V, (2)=2'=16.

§ Znak mize byt b’ z jednoho, dvouft neboctyi signali = spatené moznosti séeme.
. Celkem moznosti2+ 4+ 8+ 16= 3(.

Pf. 9: Petakova:
strana 148/ceni 72

Shrnuti: Variace s opakovanim jsou analogii variaci bez opaki, ve kterém fZeme
kazdy prvek pouzit vicekrat.



