9.1.18 Binomicka véta

Piedpoklady: 9117

Kdysi ddvno v prvnim ro¢niku jsme se ucili vzorce na umocnovéni dvojc¢lenu.

Pr.1: 'V tabulce jsou vypsany vzorce pro umociovani dvoj¢lenu. Najdi podobnost s jinou
dosud probiranou latkou.

(a + b)1 a+b
(a+b) a® +2ab +b*
(a +b)3 a’ +3a’b+3ab’ +b’
(a+b)’ a' +4a’b+6a’b* +4ab* +b*
(a+b) a* +5a*b +10a°b’> +10a°b° +5ab* +b’

- Koeficienty pfed mocninami a, b odpovidaji fadkiim Pascalova trojihelniku.
(a + b)1 a+b 1
(a+b) a* +2ab+b’ 121
(a+b) a* +3a°h +3ab” + 1’ 1331
(a+b)’ a* +4a’b +6a°b* +4ab® +b* 1 46 41
(a+b) @’ +5a'b+10a’h> +10a°h’ +5ab* +b° 1510 10 5 1

6

P¥.2:  NapiS dal¥f fadek predchozi tabulky pro (a +b)

- Z tabulky je vidét:
'+ mocniny a se postupng sniZuji od hodnoty mocniny k nule,
- * mocniny b se postupné zvysuji od nuly k hodnoté mocniny,
-+ Ciselné koeficienty v mnohoclenu, odpovidaji pfisluSnému fadku Pascalova
trojahelniku. Pro rozvoj mocniny (a + b)6 potfebujeme sedmy fadek Pascalova
trojahelniku.

= (a+b)" =a° +6a°b+15a*h* +20a°b* +15a°b* +6ab’ +b°

Pedagogicka poznamka: Objevuji se problémy s prostiednim ¢lenem 20a’h’ (€asto chybi),
vetsinou staci upozornit na postupné snizovani mocnin a.

n

Pr.3: Odhadni vzorec pro vyraz (a +b)

- Budeme postupovat stejné jako v pfedchozim ptiklad¢:
' * mocniny a se postupn¢ snizuji od »n k nule,
' * mocniny b se postupné¢ zvysuji od nuly k #,



» Ciselné koeficienty v mnohoclenu, ktery vznikl umocnénim odpovidaji ptislus§nému
fadku Pascalova trojuhelniku. Pro rozvoj mocniny (a +b)" potrebujeme (n + 1) -ni
fadek Pascalova trojihelniku (fddek s kombina¢nimi Cisly s horni hodnotou n)
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Pedagogicka poznamka: Naprosta vétSina zakt napiSe vzorec spravng, je dobré jim to
pfipomenout, protoze se najdou takovi, kteii se vzoreCek snazi naucit ne ptes
zékonitosti objevené v predchozich dvou ptikladech, ale pismeno od pismena.

Nez si tento vysledek zapiSeme jako vétu, musime si jej alesponi trochu ovéfit. Jak vznikaji
jednotlivé ¢leny rozvoje?
(a+b)’ =(a+b)(a+b)=alb+ab+bla+bb=a*+2ab+b.
Barevné jsme rozlisili pismenka z prvni a z druhé zavorky =
« ¢&len a’ je ve vysledku pouze jednou, protoZe jsme méli pouze jeden &len « Ld,
* (Clen ab je ve vysledku dvakrat, vznikl souétem Clenti a b+ b [,
« ¢&len b” je ve vysledku pouze jednou, protoZe jsme méli pouze jeden ¢len b (B .

(a+b) =(a+b)(a+b)

maldb+aU+bla+b U +aldD+aBD+blaD+bBH1D

=a’ +3a’h+3ab’ +b’

Barevné¢ jsme rozlisili pismenka z prvni a z druhé zavorky =
« ¢&len o’ je ve vysledku pouze jednou, protoze jsme méli pouze jeden &len a Ld (4,
» &len a’b je ve vysledku tiikrat, vznikl souétem ¢lentt a (b +b G @ +ala D,
o ¢len ab? je ve vysledku ttikrat, vznikl souctem Clent b b +abb+ba D,

« ¢&len b’ je ve vysledku pouze jednou, protoZe jsme méli pouze jeden &len b [B D .
= Jednotlivé ¢leny v rozvoji vznikaji souctem uspoiadanych k-tic z a a b (pii nasobeni
nezaleZi na potadi):

« ¢len @’ je v rozvoji jednou, protoZe existuje pouze jedna uspoiddand trojice ze ti a,

« ¢len a’b je v rozvoji tiikrat, protoZe existuji tfi uspotddané trojice ze dvou a a

jednoho b,

Jak ur¢ime pocet uspofaddanych trojic ze dvou a a jednoho b = permutace s opakovinim ze

! 3 3
dvou a jednoho prvku = 3t = = =3 moZnosti.
21 1 2

Jak to bude v rozvoji (a +b)" tfeba u ¢lenu a" b ?

Clen obsahuje (n—-2) krdta a 2krdt b = usporddané n-tice z (n—2) a 2 prvki =

n! n n . ,
— = = moznosti.
(n-2)12! (2] (n—Zj

Jak to bude v rozvoji (a +b)" tfeba u ¢lenu a"*b* ?



Clen obsahuje (n - k) krat a a k krdt b = usporddané n-tice z (n - k) akprvki =

n! n n . ,
— Y= = mozZnosti.
(n—k)I&! (kj [n—kj

Binomicka véta:
Pro vSechna Cisla a, b a kazdé pfirozené ¢islo n plati:

(a +b)” :(g]an +(’;]an—lbl +(2Jan—2b2 +...+(ZJan_kbk +.“+( n ljalbn—l +(njbn
n-— n

n (n _
Dodatek: Pomoci sumy je zdpis binomické véty zna¢ng dsporn&jif: (a +b)" = (kj a""b* .

Nazvoslovi:
* binom - dvojclen (odtud jméno véty),
* binomicky koeficient — jiné pojmenovani kombinacnich ¢isel na pravé strané vzorce

(v zahranici se pouziva obecné misto terminu kombinacni ¢islo, napiiklad v Anglii -
binomial),

* binomicky rozvoj — prava strana vzorce v binomické vété.

Pf.4: (BONUS) Dokaz matematickou indukei binomickou vétu.

- Postupujeme ve dvou krocich:
1 k=1

i 1 1
(a+b) = (Ojalbo + [Ja“bl =a+b vzorec plati
2. Pfedpoklddame platnost pro k, chceme dokézat platnost pro k +1.

s

Chceme sestavit vzorec pro (a + b)k+l .

Plati:
(a+b)" =(a+b) (a+b)=

[ oo o

+ Zaméfime se na prostiedek:

| k k

| [{ ja""”b’”+( jak‘m‘lb’”“+...}(a+b):>

| m m+1

i L+ k ak—mbm M?+ k ak—m—lbmﬂ m + .=+ k ak—mbmﬂ + k ak—mbmﬂ + .=
; m m+1 m m+1

i k k k— +1 k+1 k- +1
L=t + a "b"m+. =+ a’"b"mn + ..
m m+1 m+1

Ziskali jsme ¢len rozvoje dalSiho fddu = vzorec plati i pro k +1.



' Véta je dokdzéna.

Pr.5: Vypocti pomoci binomické véty:
a) (a +b)7 b) (x—y)5

0) (1+J§)6 d) (M—%T

L a)

(a+b)7: ! a + ! a’h' + ! a’b® + ! a'b’ + ’ a’b* + ! a’b’ + ! ab® + ! b=
| 0 1 2 3 4 5 6 7

=a” +7a°b +21a°h> +35a°b° +354°b* +21a%b° +Tab® +b’

éb)

(x=») =@x5 +mx“ (-y) +@x3 () +@x2 (~y) +@xl (=)' +@(_y)5 _

C =X =5xty +10x°y7 —10x7y° +5xy" -y
o)

(e <[ [T 5 e o ) oS

(6
; +(6j(\/§)6 = 1+632 +152+202V2 +153 +6 32 +8 =99 +70y2

x

(¥ o Yo () oS (2] oo 2] o[22 -

| 8
=256x* —128x°y” +24x°y* —2x° +1y—6

Pedagogicka poznamka: Opét se objevi Zaci, ktefi si nebudou védét rady s minusem
v druhé zdvorce a bude tfeba jim poradit, Ze plati (x - y)5 = (x + [— y])5 ~

Castou chybou pfi poéitani predchoziho piikladu je, Ze studenti pi¥ili§ pospichaji,
snaZzi se spocitat ptiklad najednou a tak produkuji obrovské mnozstvi chyb.
Doporucuji pocitat piiklady tak, jak jsou uvedeny v ucebnici, tedy v prvni fazi (za
prvnim rovnitkem) jenom dosadit do vzorce a dopocitavani kombinacnich ¢isel,
upravy provadét az poté.

H Pi. 6: Petdkova:
strana 148/cviceni 76 e) f)
strana 148/cviceni 77 a)



Shrnuti: Vzorec pro umocnéni dvojclenu (a + b)" obsahuje jako koeficienty fadu

n n n
kombinacnich éisel , Y ey .
0 1 n



