9.2.2 Pravdépodobnost

Predpoklady: 9201

Pedagogicka poznamka: Prvni piiklad je opakovaci, nema cenu se s nim zabyvat vice nez
pEt minut.

Pr. 1: Osudi obsahuje Ctyfi barevné koule: bilou, fialovou, zelenou, a modrou. Pti pokusu
ndhodné najednou vytdhneme z osudi dvé koule.
a) Sestav mnozinu Q (mnozinu vSech moznych vysledkl pokusu).
b) Najdi vysledky pfiznivé jevu M (taZena modrd koule) a B (taZena bila koule).
c)UrCijevy MUUB aMnB.
U vSech jevil urci pocet ptiznivych vysledkd.

+ a) Sestav mnoZzinu Q (mnozinu vSech moznych vysledkt pokusu).

' Vsechny moZné dvojice ze &tyf moZnosti, nezédleZ{ na usporadéni

Q ={(b, f);(b, z);(b,m);(f, z);(f,m);(z,m)} (vSechny vysledky jsou rovnocenné), 6
- prvki.

b) Najdi vysledky ptiznivé jevu M (tazena modra koule) a B (taZena bila koule).
M:{(b,m);(f,m);(z,m)} - 3 prvky
B:{(b,f);(b,z);(b,m)} - 3 prvky

Ec)UréijevyMDB aMnB.
M DB={(b,f);(b,z);(b,m);(f,m);(z,m)} - 5 prvki
M 0 B={(b,m)}

Pedagogicka poznamka: Objevuji se dotazy, pro¢ u tohoto piikladu nerozliSujeme, kterou
kouli jsme tahli prvni a kterou druhou. Neni to rozumné ze dvou divodu:
Neodpovida to situaci, protoze koule vytdhneme nardz. Pocit, Ze jedna z nich je
prvni, je spiSe dusledkem zéapisu nez zplisobu, kterym probihd pokus.

Vsechny zapsané moZnosti jsou stejné pravdépodobné, proto neni tteba hledat jiny
zpusob zdpisu mnozZiny Q, ktery zajistil stejnou pravdépodobnost vSech vysledki.

Musime si ujasnit, co si pfedstavit pod pojmem pravdépodobnost.
Budeme zkoumat hod minci. Kazd4 mince ma dv¢ strany: stranu s hodnotou (lic, panna) a
stranu se statnim znakem (rub, orel).

Dodatek: Oznadeni panna pochézi z korunovych minci CSSR na jejichZ lici byla Zensk4
postava sdzejici lipovou ratolest. Na rubové stran€ minci byva statni znak, orel je
pamatkou na rakousko-uherské orlice.

Pedagogicka poznamka: Vsichni Zaci provedou dvacet hodd. UkdzZzeme si mé vysledky
z ucebnice (pokud hdzim, stejné za¢indm s hodnotami z ucebnice a nove€ nahdzené
pouziji pozdéji). Po provedeni a prodiskutovani druhé sady hoda, oteviu
excelovskou tabulku, postupné do ni ptidavame Zdkovské vysledky a sledujeme,
jak se celkova relativni ¢etnost méni.



Ukazalo se, Ze néktefi Zaci maji problémy i s hodem minci, proto je lepsi jeden
hod ukdzat a pfipomenout, Ze mince by se ve vzduchu méla tocit.

Provedeni hodu nenf pfili§ dulezité, pokud se mince béhem letu toc¢i. Minci nechdme
dopadnout na jednu ruku, poté ji pfeklopime na druhou. Je jasné, Ze po preklopeni bude vidét
pouze jedna z jejich stran.

Jaka je pravdépodobnost, Ze padne lic? ProtoZe se hod minci pouziva pii losovéani,
predpokladame, Ze jde o spravedlivy postup = pravdépodobnosti obou vysledkil by mély byt
stejné a tedy 50%.

Jak to dopadne pfi dvaceti hodech?
Vysledky:

hod |12 |3|4[5]6|7|8|9|1011]12[13|14[15]16]17|18]19[20

vysledek | 1 | 1 |1 |r | |1 |1 || 1 || |1 |1 |r ||| 1]|1]1]|Tr

Uskutecnili jsme 20 hodi, padl 12x lic a 8x rub.

Ve statistice se Cislo 12 nazyva ¢etnost vysledku lic, 8 je cetnost vysledku rub.

vvvvv

H Pr.2: Urcirelativni Cetnost, se kterou padal pii naSem pokusu lic, a relativni ¢etnost, se
‘ kterou padal rub.

' Relativni &etnost lice: 12_3_ 0,6 =60% .
- 20 5

' Relativni &etnost rubu: 8_2_ 0,4=40% .
- 20 5

Pedagogicka poznamka: Poté, co jsi vSichni spocitaji relativni ¢etnosti svych vysledkt
diskutujeme o tom, pro¢ nevysel u vétSiny minci stejny pocet licti i rubti. Béhem
diskuse se objevi dv¢ prevladajici vysvétleni uvedené nize. Poté se snazime pfijit
na to, jak obé& tyto hypotézy potvrdit nebo vyvratit.

Jak je mozné, Ze Cetnosti obou vysledkll nebyly stejné (10 licti a 10 rubi)? K podobnému
vysledku dosla vétSina hazejicich.
MozZna vysvétleni:
* Tato konkrétni mince je faleSna, Castéji na ni padd lic a neni mozné s ni spravedlivé
losovat.
* To, ze pravdépodobnost obou vysledki je 50 % neznamend, Ze pfi dvaceti hodech
padne stejny pocet licti i rubti.

Jak tyto hypotézy vyvritit nebo potvrdit?
Provedeme dalSich dvacet hodi:
* Pokud jsou mince, u kterych padl nestejny pocet licii a rubli faleSné, m¢l by i pti druhé
dvacitce hodii padnout pfiblizn€ stejny nepomer.
* Pokud je nestejny pocet vysledkl pfi prvnim hazeni zptisoben ndhodou, mél by se
pomér dosazeny béhem prvnich dvaceti hodl ¢asto lisit od poméru dosazeného béhem
druhych dvaceti hod.



7da se, ze opravdu hraje roli ndhoda:
* u n¢kterych minci, kde poprvé padlo vice licti, podruhé padlo vice rubu (nebo
naopak),
* u n¢kterych minci, zistal nepomér zachovan,
* ujinych minci, kde byl pomér pfi prvnim hazeni vyrovnany (nebo téméf vyrovnany),
se naopak objevil nepomér,

Kde je ale ve vysledcich pravdépodobnost 50 %?

Ziejme se skutecna pravdépodobnost projevi az ve chvili, kdy provedeme opravdu hodné
pokusii. Co znamend opravdu hodné?

Budeme predpokladat, Ze mince nejsou faleSné, a ddme vSechny pokusy dohromady a budeme
sledovat jak se relativni Cetnost lich méni s po¢tem provedenych hodii. Pokud se vliv ndhody
s poctem hodl bude zmenSovat, méla by se relativni Cetnost v prameéru ptibliZovat k 0,5.

Pedagogicka poznamka: K davani pokusti dohromady pouZivam excelovsky soubor
hod_minci_prazdny.xls, do kterého staci vypliovat fddek s poctem lict. Vse
ostatni se pribézné¢ dopocitava a zZaci tak mohou sledovat, jak se relativni ¢etnost
meéni. Tabulka je pfedpfipravena az do sloupce HZ, je mozné ji snadno natdhnout
dal. V ptipadé¢ Ze budete zaznamendvat vice nezZ 1800 hod, je nutné po klepnuti

pravym tlacitkem na body grafu Zdrojovd data a rozsitit je za sloupec CH, ktery je
v grafu nastaven kvili méfitku osy x.

Relativni ¢etnost lic v zavislosti na poc¢tu zapocitanych hodu
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Z grafu je vidét, Ze se relativni Cetnost lich méni. V postupné se piiblizuje k hodnot¢ 0,5,
obcas odchylka od hodnoty 0,5 zvétsi, ale s rostoucim poctem pokusii se odchylky od hodnoty
0,5 v priméru neustdle zmensuji.

= Zakon velkych ¢isel: Pti velkém poctu pokusi se relativni Cetnost bliZi teoretické
hodnot¢ pravdépodobnosti.




Z naseho pokuse se zdd, Ze pro urceni pravdépodobnosti padnuti lice a rubu je dostatecné
mnoho asi 1500 pokusii.

Pedagogicka poznamka: V souboru je kromé grafu zavislosti relativni ¢etnosti na pocétu

hodti i graf, ktery zndzornuje, kolikrat se vyskytl kazdy mozny pocet licti ve 20
hodech. Pokud si ho Zaci v§imnou a za¢nou ho komentovat, je mozné se jich
zeptat, jaky tvar by oCekavali v idedlnim ptipad¢ (nebo pfi dostatecné velkém
poctu pokustt) a pak jim na druhém listu ukdzat porovnani s teoretickou
predpoveédi.

Miizeme sledovat i ¢etnosti urcitého poctu licti ve 20 hodech.

Pocet vyskytu

Pocet vyskytll uréitého poctu lici ve 20 hodech
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Graf mtiiZeme porovnat s teoretickou predpovédi.
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Pocet licti ve 20 hodech

Tady je vidét, Ze provedeni 85 pokust s 20 hody jesté neni dostate¢ny pocet na piesnéjsi

piibliZzeni k teoretické piredpovédi (ptresto zdkladni shoda jiz je ziejma — vyrovnanéjsi pocty
licti a rubl padaji s daleko vétsi pravdépodobnosti).

ZkuSenost: Pfi velkém poctu hodil jsou relativni ¢etnosti licti i rubl pfibliZné stejné.
Teorie: Oba vysledky hodu jsou stejné¢ mozné (stejn¢ pravdépodobné).

= Pravdépodobnost padnuti lice (i pravdépodobnost padnuti rubu) je % .

Pr.3: Rozhodni, kterd z nésledujicich tvrzeni miiZeme oznacit jako disledek tvrzeni
N P
,»pravdépodobnost padnuti lice je 5

a) Pokud z 20 hodt padne 15 licii, je mince faleSna.
b) Rub i lic padaji se stejnou pravdépodobnosti.
¢) KdyZz hodime dvakrét, padne jednou rub a jednou lic.

. y . o . o 1
d) Pfi velkém poctu pokust se relativni ¢etnost lice (rubu) bude bliZit 3

e) Z deseti hoda padne pétkrat lic.
f) Pokud padl zrovna rub, piisté padne lic.

g) Kdyz hodime vickrat, bude relativni Cetnost blize k % .

h) KdyZz provedeme 2000 hodd, tak urcité nepadne 1900 lict.

i a) Pokud z 20 hodt padne 15 lict, je mince faleSna.



- Neni pravda. 20 hodi je mélo pokusi, miiZze padnout s nezanedbatelnou pravdépodobnosti
' nahodné i 15 lict.

b) Rub i lic padaji se stejnou pravdépodobnosti.

' Pravda. Jsou dva mozné vysledky, kdyZ m4 jeden pravdépodobnost % , musi mit druhy

= oba vysledky maji stejnou pravdépodobnost.

N | —
N |~

" vysledek pravd&podobnost 1-

¢) Kdyz hodime dvakrat, padne jednou rub a jednou lic.
' Neni pravda. Pravdépodobnost nepiedvidd vysledky dvou konkrétnich hodd.

: . . o ) o 1
5 d) Pti velkém poctu pokust se relativni cetnost lice (rubu) bude bliZit 5 .
Pravda.

e) Z deseti hodil padne pétkrat lic.
. Neni pravda. Pravdépodobnost nepiedvida Cetnosti deseti konkrétnich hodt.

f) Pokud padl zrovna rub, piisté padne lic.
' Neni pravda. Pravdépodobnost nic netikd o vysledku dvou konkrétnich hodi.

' . 1
' g) KdyZ hodime vickrat, bude relativni ¢etnost blize k E .
" Neni pravda. I pfi naSem pokusu neznamenalo pokazdé pficteni dalSich hodi ptiblizeni

| . o1 ) 1
' relativni Cetnosti k 3 Pouze platilo, Ze odchylky od ) se postupn¢ zmensSovaly.

h) KdyZz provedeme 2000 hodd, tak urcité nepadne 1900 lict.

' Neni pravda. Pravdépodobnost nepiedvida s jistotou konkrétni vysledky libovolného poctu
- pokust. Vysledek 1900 lict z 2000 hodi je u férové mince krajné& nepravdépodobny, ale

» miZe k nému dojit.

Vysledky pfedchoziho ptikladu miZeme shrnout i takto:

. ¥ PRV e
Tvrzeni ,,pravdépodobnost padnuti lice je 5 znamena (mimo jiné):

* Rubi lic padaji se stejnou pravdépodobnosti.

S 7z W o . P s, I 1
* Pii velkém poctu pokust se relativni ¢etnost lice (rubu) bude bliZit 3

] N P . .
Tvrzeni ,,pravdépodobnost padnuti lice je 5 “rozhodné neznamena:

* Pokud z 20 hodu padne 15 lici, je mince faleSna.

* Kdyz hodime dvakrat, padne jednou rub a jednou lic.
e 7 deseti hodu padne pétkrit lic.

* Pokud padl zrovna rub, piisté padne lic.

* Kdyz hodime vickréat, bude relativni ¢etnost blize k % .

* KdyZ provedeme 2000 hodd, tak urcité nepadne 1900 lict.



Pr.4: Chceme provést Sest hod minci. Ktery z nasledujicich vysledkl téchto Sesti hoda
nej nejpravdépodobnéjsi? Ktery je nejméné pravdépodobny? (Potadi pismen v zdpisu
vysledku udava, pii kterém hodu padl ktery vysledek).

a) LRRLRL b) LLLRRR ¢) RRRRRR

i VSechny vysledky jsou stejné pravdépodobné. Vysledek prfedchoziho hodu nijak neovliviiuje
- pravdépodobnosti vysledkii nasledujiciho hodu. U kazdého z vysledkil tak potiebujeme, aby
. kazdy ze Sesti hodl dopadl ptesné tak je predepsdno ve vysledku.

Pr.5: Urci pravdépodobnost, Ze u férové hraci kostky padne 6.

i Hraci kostka: 6 moZnosti, vSechny stejné pravdépodobné = pravdépodobnost, Ze padne

jeden konkrétni vysledek je é

Reseni predchoziho piikladu miizeme zobecnit:
Mai-li pokus m moZnych vysledkl a jsou-li vSechny tyto vysledky stejné mozné,

o - o o 1
fikdme o kazdém z nich, Ze ma pravdépodobnost —.
m

1 .
Pravdépodobnost s pro padnuti libovolného ¢isla na hraci kostce plati pouze v ptipadé¢, ze

kostka je idedlni (neni falesnd). Tajnou dpravou kostky je mozné dosdhnout napiiklad toho, ze
bude Castéji padat Sestka. V takovém piipadé je pravdépodobnost padnuti Sestky vEtsi. Jeji
piibliznou hodnotu miiZeme urcit jenom tim, Ze provedeme velky pocet hodii a spocteme
relativni Cetnost Sestek. Pfesnou hodnotu pravdépodobnosti pak pokladdme za nezndmou
konstantu, kterd lezi blizko spoctené relativni ¢etnosti. Ve vSech vypoctech o takto upravené
kostce pak hodnotu relativni Cetnosti pouzivame jako aktudlné nejlepsi zndmou hodnotu
pravdépodobnosti (lepsi hodnotu bychom ziskali provedenim vétsiho poctu pokusit).

Pf. 6: Ve velké pocitacové firme béhem jednoho roku selhalo z 22 400 harddiskii 739. Jaka
je pravdépodobnost selhani disku?

' Relativni Getnost poruchy: 7139 0,033.
| 22400

Pravdépodobnost selhani disku je ¢islo blizké ¢islu 0,033.

H Pr.7: 7 65351 nové prodanych osobnich automobilli stejné znacky a typu mélo béhem
dvou let poruchu, kterd vyZadovala servisni zdsah 3986 vozii. Ur¢i pravdépodobnost
poruchy tohoto vozu béhem prvnich dvou let pouZivani.

' Relativni Getnost poruchy vozu: 3986 _ 0,
' 65351

" Pravdépodobnost poruchy vozu v prvnich dvou letech od nakupu je &islo blizké &islu 0,061.



" Relativni &etnost narozeni chlapce v CR:

Pr.8: Vroce 2007 se v (Vjeskévrepublice narodilo 114 632 déti, z toho 58475 chlapcii,
z toho v jihozapadnich Cechach 13052, z toho chlapcti 6562. Urci pravdépodobnost
narozeni chlapce v CR.

58475
114632

=0,510.

Pravdépodobnost narozeni chlapce v CR bude leZet blizko hodnoty 0,510 (pocty déti, které se
' narodily pouze v ¢asti republiky nejsou pro vypocet v celé CR diilezité, pokud zapoctené do
. celkové statistiky).

Pr.9: Urci pravdépodobnost sejmuti esa pii snimani maridSovych karet.

. Karty obsahuji osm rtiznych hodnot, vSechny se vyskytuji ve stejném poctu = vSechny

| . . y . y VN |
' mohou byt sejmuty se stejnou pravdépodobnosti = pravdépodobnost sejmuti esa je e

\

Pr. 10: Urci pravdépodobnost vyhry v 1. pofadi ve sportce.

. Sportka: 49 ¢isel, tdhneme 6 (dodatkové €islo se pro vyhru v prvnim pofadi nepocitd) =

(49 . .
5 ( 6 ] moznych vysledka tahu, vSechny jsou stejné pravdépodobné = pravdépodobnost

yyhry je ——=— 1 =0,000000072.
| (49) 13983816
6

Pr. 11: V osudi je 5 modrych, 2 zelené a 3 ¢ervené koule. Koule jsou ndhodn¢ tazeny a po
urceni barvy zase vraceny do osudi. Urci pravdépodobnost vytazeni:
a) modré, b) zelené, c¢) Cervené koule.

Pokud rozlisSime koule, je taZeni kazdé koule stejn¢ pravdépodobné a pravdépodobnost tazeni

i kazdé z nich i
i 10

' Modrych koulf je 5 = pravdépodobnost tazeni modré koule je %

- Zelené koule jsou 2 = pravdépodobnost taZeni zelené koule je %

b . y . . .3
i Cervené koule jsou 3 = pravdépodobnost taZeni Cervené koule je 0

Znaceni: Pokud je w jeden z moznych vysledkii pokusu, zna¢ime p (a)) pravdépodobnost

tohoto vysledku.

Pravdépodobnosti p (a)) vysledkt ndhodného pokusu jsou nezdpornd &isla,

jejichz soucet je roven jedné.



Shrnuti: Pravdépodobnost n¢jakého vysledku v Zadném piipadé nepredpovida vysledek

konkrétniho pokusu, ale urcuje pouze hodnotu, ke které se blizi relativni Cetnosti
pfi velkém mnoZstvi pokust.



