9.2.10 Binomické rozdéleni

Predpoklady: 9209

Pr.1: Basketbalista hazi trestny hod (Sestku) s pravdépodobnosti dspechu 0,9. Urci
pravdépodobnosti, Ze z péti hodu:
a) da 5 kosu; b) dé alespon jeden kos;
¢) da nejdiive tii koSe a pak dvakrat chybuje;
d) da tfi koSe a udéla dvé chyby v libovolném potadi.

+ Jednotlivé hody povazujeme za nezavislé jevy (basketbalista je v péci psychologa, ktery

| zabranuje tomu, aby v ptipadé jednoho netspéchu znervéznél) = pravdépodobnosti
vysledku jednotlivych hodli mezi sebou miiZzeme nésobit.

- a)dd 5 kosi

' Pottebujeme vysledek K K KKK = P(a)=0,900,90,90,900,9=0,9° =0,59049 = 60% .

' b) dd alespoti jeden ko

- Alespoti jeden ko§ = spousta riiznych moZnosti (1 kog, 2 kose, ...) s riiznymi vypolty =
- obrdceny postup (vypocteme ani jeden a odecteme od jedné).

- Ani jedenkos: MMM MM = P(b')=0,100,10,1[0,1[0,1=0,1° =0,00001.

- P(b)=1-P(b') =1-0,00001 = 0,99999

' ¢) dd nejdfive tii koSe a pak dvakrat chybuje
- Potfebujeme vysledek KK KM M =

- P(c)=0,900,90,900,100,1=0,9’ 0,1 =0,00729 = 0,729% .

d) da tfi koSe a udéla dvé chyby v libovolném potadi
+ Vysledek miizeme dosdhnout riznymi zpiisoby (navzdjem se vylucujicimi): KK KM M ,
 KMKMK,MMKKK,...

- VSechny maji stejnou pravdépodobnost spocitanou v bodé c).
. Kolik jich je? Dva moZné postupy:

: " R » . 5! 5 .
. »  vytvaifime usporddané pétice ze tif a dvou prvki = 3 = 3 moznosti,

: L 5
.« vybirdme z péti tfi mista, kdy padne ko§ = (3] moznosti.

(5 5
: (J krat s¢itdme pravdépodobnost 0,9° [0,1° = P(d) = (3]0’93 .12 =0,0729 = 7.29%

Pedagogicka poznamka: Objevi se dva problémy:
Cést studentd fesi bod ¢) takto P (c) =0,900,9[0,9=0,9°, zajimaji se pouze o
zdafilé hody a nezdafilé je nezajimaji (je to zajimavé i kvili tomu, Ze oba nezdary
jsou v zadani explicitné zminény). Tento problém pietrvava v dalsich piikladech a
v dalSich hodinéch.
Studenti nezapocitavaji moZznosti, které piibudou, kdyZ nemame urcené poradi



zdarti a nezdart. Teprve argumentace tim, Ze pravdépodobnost v bod¢ d) musi byt
veétsi nez v bodé c) je pro né trochu presvédciva.

Pr.2: Nahodny pokus, ktery ma dva mozné vysledky (zdar, nezdar) s pravdépodobnostmi
p (zdar), g (nezdar), provedeme n krat po sob¢ tak, Ze jednotlivd provadéni jsou
navzdjem nezavislé pokusy. Urc¢i pravdépodobnost:

a) vSechna provedeni skon¢i zdarem;
b) nejdiive k provedeni pokusu skon¢i zdarem a zbyvajici pokusy nezdarem;
¢) z n provedenych pokusti skon¢i libovolnych k zdarem.

- a) viechna proveden{ skoné{ zdarem
- Podobné jako bod a) z pfedchoziho piikladu: potfebujeme vysledek ZZZ..ZZ =

P(a)=pppL.Opp=p".

b) nejdiive k provedeni pokusu skonci zdarem a zbyvajici pokusy nezdarem
+ Podobné jako bod c) z pfedchoziho piikladu: potiebujeme vysledek ZZ..ZNN..N =

k krdt n—k krdt

Pla)=pp D EGOG=pq.

' ¢) z n provedenych pokust skonéf libovolnych k zdarem
- Podobné jako bod d) z pfedchoziho piikladu.
' Sta¢i ndm libovolny vysledek, ktery vznikne pierovnanim vysledku z bodu b) = vSechny

maji pravdépodobnost p*q"™ . Kolik jich je?

= » NP . n! n g
i »  Vytvafime uspofddané n-tice zk a (n —k) prvkit = ————= moZznosti,
| kKin—k)! \k

l . p . n v p
. * vybirdme z n mist k mist, kdy bude zdar = (kj moznosti.

n S Xtk X k n—k N\ & nk
| (kj krat s¢itdme pravdépodobnost p“g¢"" = P(c)=(kjp q"".

Pedagogicka poznamka: Pokud si studenti pfi feSeni pfedchoziho piikladu nevédi rady,
odkazuji je na piiklad 1.

M¢éjme n nezavislych pokust, z nichz kazdy skonc¢i bud’ zdarem
s pravdépodobnosti p, nebo nezdarem s pravdépodobnosti g. Potom
pravdépodobnost jevu A, , Ze prave k pokust bude zdafilych, je

P(4,)= (Z] ey

Proc¢ se hodina nazyva binomické rozdéleni?
n
Vyraz P(A,) = (}J p*q"™* piipomina &len binomické véty.

n

Binomicky rozvoj dvoj¢lenu ( p+ q)



( + )": N e IO Y [ I Ry L D, = binomické rozdéleni
pTq Op lpqupq ---nq .

Krasné to pasuje: p+g=1 =
n n n n n k-1 1 n k _n—k n n ~ s
(1) =1=(p+q) I(ij +(ljp q +...+[kjp q +...+[ Jq =1 = vZdy musi nastat
n
jedna z moZnosti v rozvoji = jejich soucet se rovna 1.

Pr. 3: Urci pravdépodobnost, Ze rodina se ¢tyimi détmi ma:
a) 2 hochy a 2 divky; b) 3 hochy a 1 divku.
Ptiklad fes dvakrat - jednou pro pravdépodobnosti 0,5, podruhé pro redlné
pravdépodobnosti 0,51 pro hochy a 0,49 pro divky. Re§ piiklad jako nékolik
nezavislych pokusii.

- a) 2 hochy a 2 divky

| ) . ANV (1Y
EPranepodobnostl 0,5: 5 E E =0,375=37,5%.

i 4
. Pravdépodobnosti 0,51 pro hochy a 0,49 pro divky: (2j 0,517 [0,49* = 0,3747 =37,47% .
b) 3 hochy a 1 divku

| ) . A1V (1Y)

' Pravdépodobnosti 0,5: —1|=1=0,25=25%.

; 3N2 2

| . 4

5 Pravdépodobnosti 0,51 pro hochy a 0,49 pro divky: (3)0, 51°[0,49' =0,259996 = 26% .

Pedagogicka poznamka: I pies pokyn v zadani se ¢ast studentti vraci do minulych hodin a
dosazuje do zlomku pro pocet vS§ech moznosti.

‘ Pr.4: Urci pravdépodobnost, Ze pii deseti hodech minci padne alesponi osmkrat lic.

. Alespon osmkrat lic = osmkrét lic, nebo devétkrat lic nebo desetkrat lic:

| 10 1Y (1Y
. » osmkrit lic: IR
| 8 J\ 2 2

| 10 (1Y (1Y)
o devétkrat lic: = 1=1,
| 9 N2 2
10/ 1 10

. o desetkrat lic: =,

; 10 )\ 2

. jednotlivé moznosti se vylucuji = pravdépodobnosti miizeme se&ist, o priniky se nestarame.
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Pedagogicka poznamka: U predchoziho a nésledujiciho piikladu neni problémem pouze
sestaveni vyrazu, ale i jeho vypocet (i v ptipad¢, Ze maji studenti k dispozici
kalkulacku). Chtéjte to po nich, aby alespon ¢tvrty piiklad dopocitali.

Pr.5: Student pise test, ktery obsahuje 15 otdzek, ke kazdé otdzce existuji ¢tyfi mozné
odpovédi, z nichz pravée jedna je spravna. Jaka je pravdépodobnost, Ze student
odpovi spravné na alespon pét otdzek (a test isp&Sné splni), pokud problematiku
vibec neovlada a odpovédi voli ndhodné? Jak se tato pravdépodobnost zméni, pokud
neplati, Ze vZdy existuje prave jedna spravnd odpovéd, ale spravné mohou byt
vSechny nebo také zadna ze ¢tyf nabizenych odpovédi?

. Pravdépodobnost spravné odpovédi na otdzku:
RV TP y . PR Lo 1
1 Ctyfi odpovédi, jedind spravnd = pravdépodobnost ndhodné spravné odpovédi 7

" Alespoi pét spravnych odpovédi = pét spravnych odpovédi nebo est spravnych odpovédi
- nebo sedm spravnych odpovédi nebo ... nebo patnéct spravnych odpovédi:

| St sordvteh odooveds 15)( 1Y (3)"
i cl Spravnycn o ovedl: — —_ R
| petsp y P e 2

 ert confvmtch odoovids 15(1)6(3)9
¢+ ¢ Sest spravnych odpovedi: - - | >
i pravnych odp 6 l7) |3

ceey

| ctrndict spravgeh odpoved: | 2 [ L) [3)
.. ctrnact spravnycn odpovedi: - - |
g praviyeh odp 14)\a) \a

i e o (15)(LY
' » patndct spravnych odpovédi: s\7)

- VSechny tyto moZnosti se navzdjem vylucuji = maji prazdné priniky = jejich
' pravdépodobnosti mizeme secist bez nutnosti odecitani pranika.

15 5 05 6 9 15 14 ' (15 15

| AN + (3 +..+ RN + 1 =0,3135=31,35%
S )\4) \4 6 )\4)\4 14 )\ 4 4 15)\ 4

' Jak se vysledky zméni, kdyz spravné mohou byt vSechny nebo zadna z nabizenych odpovédi?

' Kolik je moZnosti jak odpovédét na otdzku? Ctyti nabizené odpovédi, kazdou miZzeme
- zaskrtnout nebo nechat = uspofddané ¢tvefice ze dvou prvki (ano, ne) = 2* =16 moZnosti,

' jedind spravnd = pravdépodobnost ndhodné spravné odpovédi %

i pet spravasich odpoveds: [ (L) (13
.. ct Sspravnycn o ovedl: — - ,
5 pravnych odp 5 116 ) 16

+ st sprivayeh odpoveds: | (L) (13
e SeSt Spravnycn odpovedi: — | >
; prAVAYER o%p 6 \16) 16

ceny

| crnict sorgunieh odnoveds: | 12 (1)“(15)1
. ® ctrnact spravnycn o ovedl: _— — |,
| praviyen ofp 1416 ) 16



i tndct spravngeh odpovedi: | - |[ - )
. ® atnact Sspravnycn odpovedi: — .
P pravnych odp 15\ T

. VSechny tyto moznosti se navzajem vylucuji = maji prazdné priniky = jejich
' pravdépodobnosti miZzeme secist bez nutnosti odecitani priniki.

515 5 10 15 6 9 15 14 1 15 15
AT ) o
55 16 16 6 )\ 16 16 14 )\ 16 16 15 )\ 16

- Pokud je vzdy pravé jedna z odpovédi spravnd, ma student, ktery pouze ndhodng zaskrtava
. odpovédi, pravdépodobnost vice nez 31%, ze test tspésné slozi. Pokud muze byt spravnou
i odpovédi libovolna kombinace odpovédi, klesne tato pravdépodobnost na méné nez 0,2%.

Poznamka: Predchozi piiklad je mozné (a vyhodné) fesit pomoci pravdépodobnosti
opacného jevu. Opacny jev k jevu alespon pét spravnych odpovédi, je jev nejvyse Ctyii
spravné odpovédi. Pravdépodobnost tohoto jevu uréime takto:

e (15)(3)
7adnd spravnd odpovéd”: ozl

.d pe z d vd’ 15 11 314
edna spravnd odpovéd’: == >
Jecnash P 1 )4)\a
) ) ) - 15 12 313
dvé spravné odpovédi: == >
2 )0\4) \4
5 ) ) - 15 13 312
ti1 spravné odpovédi: =11 >
3)0\4)\4
<ot sorvns odoovedi [ (L) (3
Ctyfi spravné odpovédi: =1 1=1>
yI1 Sp p 4 \2) |2
= nejvyse Ctyii odpovédi:
o3 IR G E - CRE -CIRIE)
— |+ —| =] + —| = + —| =] + —| | =
0 )\4 1 \4)\4 2 )0\4) \4 30\4)\4 4 \4) 4
opacny jev:
1512313 1513312 1514311
+ —| | = + —| =] + - = =
2 )\4) \4 3)0\4) \4 4 \4)\4

15\( 3 15 15\( 1 1 3 14
1- - + ==
0 )\ 4 1 )\4)\4
=0,3135=31,35%
Dodatek: Libovolnou variantu pravdépodobnosti ur¢itého poctu odpovedi pofdd mizeme
vyjadfit i pfimo bez vyuziti binomického rozdéleni. Napiiklad pravdépodobnost,
7e z 15 otazek se ¢tyfmi moZnymi odpovéd'mi odpovime prave pétkrat spravné je:

15) 4 g
)

415
moznosti odpovédi u zbyvajicich 10 otdzek mdme tfi moZnosti odpovédi. Vyraz je

(z 15 otazek vybereme pét, které zodpovime spravng, tedy s jednou



mozné rychle upravit do tvaru, ktery ma odpovidajici ¢len binomického rozdéleni.
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Pr. 6: Petikova:

strana 174/cviceni 61
strana 175/cviceni 62

Shrnuti: Pii vypoctu pravdépodobnosti, Ze pii n pokusech dojde ke k zdarim, s¢itdme (Zj

stejnych pravdépodobnosti p*g"™ .



